Chapitre 9  Projection orthogonale La géométrie euclidienne par 'informatique

CHAPITRE

9

Projection orthogonale

9 Projection orthogonale

9.1 Projection d’un point sur une droite

Exercice 9.1.1

Soit ABC' un triangle, M un point de coordonnées barycentriques {x,y,1 — x — y}. Déterminer les
coordonnées barycentriques du projeté orthogonal P de M sur la droite (AB), calculer alors la distance
minimale M P?.

Reformuler les réponses lorsque les coordonnées barycentriques de M sont {X,Y, Z}.

Solution:

Dessin = {A, B,C, M, P}

Le repére barycentrique choisi est A, B, C.

Les points composés sont M, P.

On déduit les coordonnées barycentriques des points composés:

M = {z,y,1 -z —y}
P ={k,1-k,0}
La distance M P? est égale &
MP? = AB* (k—z) (-14+k+y)—AC? (k—=z) (-1+x+y)+BC? (-1 +k+y) (-1+z+y)

soit
MP? = > -’z -+ lae+b22®—2d2y+d’zy+b2zy—Cay+a’y?
+ k (—aQ+b2 —62+a2x—b2x—c2m—|—a2y—62y—|—c2y) + 2 k2
La recherche du projeté du point M sur la droite (AB) correspond & un extremum de la quantité M P2
La dérivée de M P? par rapport & k est

d M P? .
ke

—a2—|—b2—02+a2x—b23:—02x+a2y—b2y+02y)+202/~€

qui s’annule pour
a2 -+ -adlz+bPr+ctr—-ad’y+bPy—cty

k=
2¢c?
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Lorsque M = {z,y,1 —x — y}, on obtient donc les coordonnées barycentriques de P

a2 -+ -dlr+bPr+ctr—-ad’y+bPy—cty
2 c2 ’
(—a®+ b+ +a*z—bPr—Fz+a’y—by+cy) 0)
2 c2 ’

M= {

La distance M P2 devient alors

(—a+b+c)(a+b—c) (a—b+c) (a+b+c) (—14z+y)?

MP? =
4c2?

Pour M = {X,Y, Z}, on remplace x par ﬁ, y par ﬁ et on obtient les coordonnées barycen-
triques de P
22X +a?Z -V Z+c2Z 23Y -d*Z+0Z+c*Z 0}

22 (X+Y +2) ’ 22 (X+Y +2) ’

La distance M P? devient alors

M= {

(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c) Z?

MP? = S
42 (X+Y +2)

9.2 Formules diverses invoquant des projections

Exercice 9.2.1

Dans un triangle ABC, soient Jg, Jy, J. le centre du cercle ex-inscrit tangent au coté (BC) (resp. (AC),
(AB), J le centre du cercle ex-inscrit, 14,74, e, T les rayons respectifs de ces cercles et p = % (a+b+c).
Soit R le rayon du cercle circonscrit au triangle, K son centre. Montrer que

2
TaTo +TpTc+TaTe =D

1 1 1 1
J— + —
Tq Tob Th T

4

R

Solution:

Les coordonnées barycentriques des points introduits dans ’énoncé sont classiques, leur descriptif n’est
pas inséré dans la solution.

La projection du point J sur la droite (BC') est le point P de coordonnées barycentriques

a+b—c a—b+c
2¢ ' 2a

P:{O’ }

On a donc
a+b—c)(a—b+c) (—a+b+c)

2 _ 2_(
r=J= 1(a+b+o)
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La projection du point J, sur la droite (BC') est le point P, de coordonnées barycentriques

a—b+c a+b—c

P =
=10, 2a¢ = 2a

}

On a donc
(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)

4(-a+b+c)

La projection du point J, sur la droite (BC') est le point P, de coordonnées barycentriques

2 _ 2 _
T, = Jo Py =

a—b—c a+b+c
2a¢ ' 2a

Pb:{07 }

On a donc
(a+b—c)(—a+b+c) (a+b+c)

4(a—b+c)

La projection du point J, sur la droite (BC) est le point P. de coordonnées barycentriques

7’2 = Jbe2 =

a+b+c a—b-—c

P, = ) )
{0 2a 2a }
On a donc ) ) )
TEZJCPCQZ(—CL—F +c)(a—b+c) (a+b+c)
4 (a+b—rc)
La distance K A% = R? est égale &
R _ a?b? c?
(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)
On a successivement
6 o (a+b—c)(—a—b+c)(—a+b+c) (at+b+e)?
TeTy =

16 (a—b—c)

1
rerp=— (a+b—c) (a+b+c)

4
Et , )
52 l(a=b+c)(a+b+c)
r,r. =
“c 16
1
Tarczz(a—b—l—c) (a+b+c)
Et
702702_(a—b—c) (—a—b+c) (—a+b+c) (a+b+c)2
ble 16 (a+b—c)
1
Tb?"c:Z(—a+b+C) (a+b+c)
Ainsi

—b—2c)? b—c):(a—b+c)? b+ c)?
r2p2y2,2 (a c)” (a+ 0)25(6a +c)"(a+b+c)
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donc

rramyTe=— (@+b—c) (a—b+c) (—a+b+c) (a+b+c)

16
Le calcul fournit alors

1
rarb+rbrc+rarc:Z(a+b+c)2=p2

TTaThbTe

TaTh+TpTe+TagTe — 2 =0

identique a la seconde formule.
On obtient également, en développant

(a+b+c) (a2—2ab+b2—2ac—2bc+c2)2
4(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c)

(ra +1p+70)% =

et le calcul a 'ordinateur donne

4dabe
(Ta + Ty + TC)2 — (72 + 16R2) = m
Puisque
2R a?b? c? !
4(a+b+c)
soit lab
PR abce
a+b+ec

il résulte la troisieme formule.

Exercice 9.2.2

Soit ABC' un triangle et K le centre du cercle circonscrit, R le rayon de ce cercle. On désigne par K,
(resp. Ky, K.) la projection orthogonale de K sur le coté BC (resp. AC, AB), par J le centre du cercle
iscrit, v le rayon de ce cercle.

Montrer que 2 Rr (a + b+ ¢) = abe et que

KK, + KK, +KK.=R+r

Solution:
Soit J; la projection orthogonale de J sur le coté BC, donc r? = JJZ. La projection .J; du point J de
coordonnées {a, b, c} sur la droite { B, C} est le point de coordonnées barycentriques

a+b—c a—-b+c
2¢ = 2a

{0, }

Les points K,, Kj;, K. sont les milieux respectifs des segments BC, AC, AB et R? = AK?.
Dessin ={A, B,C, J, 1, K, K,, Ky, K.}

Le repere barycentrique choisi est A, B, C.

Les points composés sont K, Ky, K., J1, J, K.
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Les coordonnées barycentriques des points composés sont:

a? (a2 — b? —02)
(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)

b? (—a? +b? — ?)
(—a+b—c)(a+b—c) (—a+b+c) (a+b+c)

c? (a2+b2 —02)
(—a+b+c)(a+b—c) (a—b+c) (a+b+c)}

K =

Ka= {0,535}
Ky = {%707%}
Ke = {550}
_ g a b c

a+b+da+b+da+b+c}

a+b—c a—-b+c
Jl_{07 2a ) 2a }

La distance JJ? est égale &

T = AB? (a® +b* — ?) +1402 (a2 — b + ¢2) - BC? (a2 + b2 — ) (a2 — b2 + ¢2)
2(a+b+c)? 2(a+b+c)? 1a(a+b+0)

soit
T2 = (a+b—c)(a—b+c) (—a+b+c)
4 (a+b+c)

La distance K K? est égale &

KK — a? AB? (a® — b* —02)2 (a® +b? — ?)
“ 2—-b—c)Pla+b—c)P(a—b+c) (a+b+c)?
a® AC? (a? — b2 —02)2 (a? — b2 —|—02)
2a—b—c)Pa+b—c)(a—b+c)* (a+b+c)?
BC?(a? 1 — )% (a2 + 0% — 2) (a® — 02 + )
Cdla—b—cP(at+b—c?(a—b+c)(atb+e)
soit
KE? — a? (a2 —v? —02)2
“ 4 (-a+b+c)(atb—c)(a—b+c)(a+b+c)
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La distance K K} est égale &

AB2B? (—a? + 8% — 2)? (a® + 12 — )

KKI?: 2 2 2 2
2(—a+b—c)(a+b—c)(—a+b+c)" (a+b+c)
+ACQ ( 2 _p? - 2) (@2+02—2) (202 +2)?

4a—=b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)
bQBCQ( a +b2 A)? (—a + 1% + &)
2(—a+b—c)*(a+b—c)(—a+b+c) (a+b+c)?
soit ) , ) 2
KK? — b? (—a? +b* — c?)

4(a—=b+c)(a+b—c)(—a+b+c) (a+b+c)
La distance K K? est égale &

KK? =

BCO2 2 (a2— 2) (a2+b2—02)2
2(—a+b+e)(a+b—c)iP(a—b+c)(a+b+c)?
AC? 3 (a2 412 — ) (a® =02 + &)
2(a—b—c)(a+b—c)?(a—b+c)* (a+b+c)
AB? (aQ—b2—c) (a —l—b2—02)2 (aQ—b2—|—02)
4a—b—c)P(a+b—c)(a—b+c)?(a+b+c)?

soit )

2 (a2+b2—02)
4(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)
Le produit 4 R?72 (a + b+ ¢)? = 4 AK? JJ? (a + b+ ¢)? a pour valeur

KK? =

212 .2 - _ —a+b
4 a”bc (—a—b+c)(a—b+c) (—a+ +C)(a+b+c)2:a2b2c2
(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c) 4 (a+b+c)
En posant
1
K —
2/(a=b+c)(a+b—c)(—a+b+c)(a+b+c)
on a:
KK, = Ka (—a® +b* + ¢*)
KKy = Kb (a® = b* + ¢*)
KK,.=Kc (a2—|—b2—c2)
donc

KK, +KKy+ KK.=K(—a® +ad*b+ab’> —b* +a’c+b*c+ac®+bc? - 3)
Puisque R = K 2 abc, on obtient
r=K (a+b—c)(a—b+c)(—a+b+c)=K(—a*+ad’b+ab’—b+da’c—2abc+b*c+act +bc?—3)

donc
R+r=K(-a®+a®b+ab® -0 +ad’c+b?ct+ac? +bc® —c3)
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9.3 Théoréme de Steiner

Exercice 9.3.1 relation entre les rayons des cercles
Soit ABC' un triangle et

R = le rayon du cercle circonscrit au triangle ABC
r = le rayon du cercle inscrit au triangle ABC
rq = le rayon du cercle ex-inscrit tangent extérieurement a BC
ry = le rayon du cercle ex-inscrit tangent extérieurement a AC
re = le rayon du cercle ex-inscrit tangent extérieurement ¢ AB

Montrer que

Te + 15+ 71— 17 = 4R

Solution:

Soit K le centre du cercle circonscrit, J le centre du cercle inscrit au triangle ABC, J, le centre du cercle
ex-inscrit tangent extérieurement a BC', J le centre du cercle ex-inscrit tangent extérieurement a AC, J,.
le centre du cercle ex-inscrit tangent extérieurement a AB.

Dessin = {A,B,C, J, Jo, Jy, Jo, K}

Le repere barycentrique choisi est A, B, C.

Les points composés sont J, J, Jy, J., K.

Les coordonnées barycentriques des points composés sont:

a b c
J =
{a+b+c’a+b+c’a+b+c}
a b c
Ja:{ }

a—b—c —a+b+c a—b—rc

a b c
T = {a—b+c’—a+b—c’a—b+c}
a b c
Jc:{ }

a+b—ca+b—c a+b—c
a® (a2 — b — 02)
(a—b—c)(a+b—c) (a—b+c) (a+b+c)’
B (—a?+ 1 - )
(—a+b—c)(a+b—c) (—a+b+c) (a+b+c)
c? (a2 +b? — 02)
(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)}
Dessin = Dessin U{P, P,, P,, P.} = {A,B,C, J, Jo, Jy, Jo, K, P, Py, Py, P.}
Les points composés sont P, P,, Py, P..
La projection du point J de coordonnées {a,b,c} sur la droite {B,C} est le point P de coordonnées
barycentriques

K=

a+b—c a—-b+c

P =10
{0, 2a¢ = 2a

}
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La projection du point J, de coordonnées {—a, b, c} sur la droite {B,C} est le point P, de coordonnées

barycentriques

a—b+c a+b—c
2¢ = 2a

Pa:{O, }

La projection du point Jj, de coordonnées {a, —b, c} sur la droite {4, C} est le point P, de coordonnées

barycentriques

—a+b+c a+b-—c

Po=A—y 055

}

La projection du point J. de coordonnées {a,b, —c} sur la droite {A, B} est le point P. de coordonnées

barycentriques

La distance 2 est égale &

La distance r2 est égale &

La distance 7‘% est égale a

La distance r2 est égale &

La distance R? est égale a

R* =

On a donc, en posant

—a+b+c a—b+c
2¢ T 2¢

Pc:{ 30}

(a+b—c)(a—b+c) (—a+b+c)

2=Jgp? =

r=J 4 (a+b+c)

2 J.P? = (a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)
4(—a+b+c)

—a+b+c)(a+b—c) (a+b+c)

2 _ P2:< a

b= hh 4 (a—b+c)

2P = (—a+b+c)(a—b+c) (a+b+c)
4 (a+b—c)

KA? — a’b?c?

(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)

A= +(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c)

les relations

Avril 2005
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A
Te = 77—
2(—a+b+c)
B A
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donc tabe)
abe
a c— T = =4
Tat o+ 7Te =" (—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c) R

9.4 Droites concourantes passant par des points classiques

Exercice 9.4.1
Soit un triangle ABC

A1 la droite joignant les pieds Hy et H. des hauteurs issues de B et C
Ay la droite joignant les points de contact Ky et K. du cercle inscrit avec (AB) et (AC)
Ag la droite joignant les pieds Jy et J. des bissectrices intérieures issues de B et C

Montrer que les droites A1, Ao, Ag sont concourantes ou paralléles.

Solution:

Soit J le centre du cercle inscrit.

Dessin = {A, B,C, Hy, H., J, Jy, J.}

Le repere barycentrique choisi est A, B, C.

Les points composés sont Hy, H., Jy, J., J.

Les coordonnées barycentriques des points composés sont:

a® + b — 2 —a? 4+ b? + 2

Hb:{ 2b2 ) Yy 21)2 }
a? =0+ —ad®+b?+ 2
He =A 2 c2 ’ 22 0}
a c
b=t
a b
Jc: 77770
{a—i-b a+b }
a b c

}

R gy ey
Dessin = Dessin U{K,, K.} = {A,B,C, Hy,, H., J, Jy, Jo, Kp, K.}
Le repere barycentrique choisi est A, B, C.
Les points composés sont Kp, K.
La projection du point J sur la droite {A, B} est le point K. de coordonnées barycentriques

a—b+c —a+b+c
2¢ 2¢

Kc :{ 70}

La projection du point J sur la droite {A, C'} est le point K} de coordonnées barycentriques

a+b—c 0 —a+b+c
20 7 20

Ky = { }
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Dessin = Dessin U{I1} = {A,B,C, Hy, H., I, J, Jy, J¢, K3, K.}
Détermination du point I :

Soit Iy le point (HyH,.) N (KpK.)=A1 N A,y. Le point I est composé.
Comme I; € (HyH,), on a, en choisissant les inconnues v

—_— =

Ol =1y OHb+(1—V1) O—]¥;

On déduit:

— —

— —
O =a(l) OA+a(2) OB +a(3) OC

avec
Al =4+ 02—+ bt + a2 — Pty
202 ¢2
(—a? +b*+c*) (1 —1)
2 c?
2 2 2
—a“+b*+c°) v
a(3 :( )
2 b2

Comme I; € (KpK,), on a, en choisissant les inconnues f;

a(2) =

~—

— —
OIl = U1 OKb + (1 - ,ul) OKC

On déduit:
— —
O, =b(1) OA+b(2) OB+ b(3) OC
avec
ab—0>+bc—abu; +b%pu +acp —
b(l) =
2bc
_ 1—
b(2):( a+b+c) (1—p)
2c
(—a+b+c) 1
b =
(3) 57
La résolution du systeme linéaire d’inconnues v1, 1 donne
o (a—b)b(a+b—rc) _(a=b)(a+b—c)
T =) (@2— 12— ) Ml_(a—b—c)(b—c)
On déduit que:
I = {a (—a+b+c) (a—c)(a—b+c) (—a+0b) (a+b—c)
1 =

2bc ’ 2¢ (b—c) ’ 2b (b—c) }

Dessin = Dessin U{Il2} = {A, B,C, Hy, H., I1, I, J, Jy, Jo, Kp, K.}
Détermination du point I :

Soit Iy le point (JpJ.) N (KpK.)=A3z N Ag. Le point I est composé.
Comme I, € (JpJ.), on a, en choisissant les inconnues v

—_— = —

OIQ =" OJb + (1 — 1/1) OJC
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On déduit:

— —

O = c(1) OA + ¢(2) OB + ¢(3) OC

avec
a(a+c+brvy—cury)

(a+b) (a+c)

c(l) =

)=
«(3) = ac—lljlc

Comme I, € (KpK,), on a, en choisissant les inconnues jiq

—

— —
Ol = 1 OKy+ (1 — 1) OK,

On déduit:
— — — —
OI, =d(1) OA+d(2) OB +4d(3) OC
avec
ab—b>+bc—abu +b%pu +acp —
d(l) =
2bc
(—a+b+c) (1—m)
9) —
d2) 2c
_(ra+b+c)m
d3) = 2b
La résolution du systeme linéaire d’inconnues v1, u1 donne
, _(-a+b) (a+b—c)(a+tc) _(a—0b)(a+b—c)
1= 26 (b—c) c M= b= (b—o
On déduit que:
I = {a (—a+b+c) (a—c)(a—b+c) (—a+Db) (a+b—c)
y =

2bc ’ 2¢c(b—c) 2b (b—rc) }

On a effectivement I; = I, le parallélisme ayant lieu lorsque b = c.

9.5 Triangle podaire d’un point relativement a un triangle

Soitt ABC' un triangle et M un point du plan. Les projections orthogonales du point M sur chaque coté
du triangle déterminent trois points: le triangle formé par ces trois points est appelé le triangle podaire
de M (relativement au triangle ABC).
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Exercice 9.5.1
Soit ABC' un triangle et By et By les points de coordonnées barycentriques

a?b? b2 2 a? 2

a?b?2+a2c2+b2c2a?b?2+a?c2+b2c¢2 a?b? +a?c? + 02

BO:{ CQ}

a’c? a’ b? b2 c? )
a?b?+a2c2+b02c2a?b?2+a?2c2+b2c2" a?b? + a?c? + b2 2
(appelés points de Brocard). Montrer que les triangles podaires des points By et By relativement au
triangle ABC' sont semblables au triangle ABC'.

By = {

Solution:

Soient H,, Hy, H, (resp. Kg, Kp, K.) les projetés orthogonaux respectifs de By (resp. Bj sur les cotés
(BC),(AC), (AB) du triangle. Le triangle H,HyH, (resp. K,KpK.) est le triangle podaire de By (resp.
By) relativement au triangle ABC.

Dessin = {4, B,C, By, B1,H,, Hy, H., Ko, Kp, K.}

Le repére barycentrique choisi est A, B, C.

Les points composés sont By, B1.

Les coordonnées barycentriques des points composés sont:

La projection du point By sur la droite {B,C'} est le point H, de coordonnées barycentriques

0 b2 (a2+b2+c2) a?b? — b +2a22 + b2 2
"2 (a2 +a?+b2c2) 2 (P +a?R+b23)

}

La projection du point By sur la droite {A, C} est le point H} de coordonnées barycentriques

{2a2b2+a262+b2c2—c4 c? (a2+62+02)
2@ +a?+02c2) 772 (@ +a?c+ b2 ?)

}

La projection du point By sur la droite {A, B} est le point H, de coordonnées barycentriques

/ a’® (®+0°+c) —a'+ad?b? a2
2 (a®b2+a?2+02c2) 2(a®b?+a?+b2c32)

0}

La projection du point By sur la droite {B, C'} est le point K, de coordonnées barycentriques

( 26202 + a2 + b2 — ¢t ? (a* +b* + 2)
T2 (@b +a?+02c?) T2 (a?bh?+a?c? +b?c?)

}

La projection du point By sur la droite {A, C'} est le point K} de coordonnées barycentriques

/ a® (a® +b* + ) —a' +a® b +a® P +20° 3
2 (a2b2+a2c2+02c2)" 7 2 (a?b2+ a2 +1b%c2)

}

La projection du point By sur la droite {A, B} est le point K. de coordonnées barycentriques

a?b? —b*+2a%c? + b2 2 b2 (a2+62+c2)

0
{ 2 (a?b2+a2c2+0b2c2) "2 (a?b2+a?c? + b2 c?)’ }
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Soit K > 0 la constante définie par

—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)
4 (a? b+ a?c? + 1% 3?)

e |
On a directement H,H? = K2V, K,K? = K?a?, HyH? = K2, K,K? = K?b?, H,H? = K?d?,
K.K? = K? 2. Les cotés de chaque triangle ont des longueurs proportionnelles aux réels a, b, ¢, donc les

trois triangles mentionnés sont semblables.

9.6 Formule de Pappus

Exercice 9.6.1

Soit ABCD un quadrilatére inscrit dans un cercle et M un point de ce cercle. Montrer que le produit
des distances du point M a deux cotés non-consécutifs du quadrilatére est égal au produit des distances
du point M aux deux autres cotés mon-consécutifs de ce quadrilatere.

Solution:

Dessin = {A,B,C,D, M}

Le repére barycentrique choisi est A, B, C.
Les points composés sont D, M.

Avec des notations naturelles, on a

2
ccry
D: _
{z.y b2x+a2y}
2
" x1Y1
M= __C I
{xlvylv b2x1—|—a2y1

On déduit les coordonnées barycentriques des points composés:

D= { x(b2m+a2y) y(b2x—|—a2y)
2r2+a2xy+blay—cry+ay?’ V2a2+alry+b2ay—ccry+a?y?’
—ry
2r2+a?xy+bizy—cry+a?y? }

1 (62331 +a’y ) Y1 (b2$1 +ay )

M:
{b2x12+a2x1y1+b2:c1y1—02x1y1+a2y12’bzx12+a2x1y1+bzx1y1—02x1y1+a2y12’

2
—C T1Y1
5 )

Vri?2+a?ziy +b02xiy —riy +ay

La projection du point de coordonnées M sur la droite {A, B} est le point de coordonnées barycentriques

T (2b2m1+a2y1+b2y1 —chl)
(B2zi2+a?xry + 02z y1 — iy +a®yi?)’

yi (a®21 + 0221 — Py +2ay1)
2(Pxi2+a?zip + Py — Ariy +a®y?)’

MI:{2

0}
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La projection du point de coordonnées M sur la droite {C, D} est le point de coordonnées barycentriques

(Pz14+a*y) 20 zz+almy+bPoy—niy+aiay 0Py — Ay +2afyyn)
222+ azy+bry—cry+a®y?) P2+’ + 02y — Ariyn + a?yi?)
Y (b2x1+a2y1) (2b2:cac1+a2x1y+b2x1y702$1y+a2xy1+b2:1:y1 fCQxy1+2a2yy1)
2 (V2 +a2zy+biry—cAry+a?y?) (VPr2+a2ziyr +02my — Ariy +ay?)
NumZ(Ms)
2 (Va2 +a?zy+ry—cry+a®y?) P2+ alxip+0%2ry —02x1y1+a2y12)}

x
My ={

avec
NumZ(Ms) = APrrly—bvrezly - rely+adlbPe?y? — vt a2y + 02 a2 y?
—a2b2x2$1y1 +b4x2x1y1 —b2c2x2m1y1 —|—a4xx1yy1 —2a2b2xm1yy1 +b4xaz1yy1
—3a’Faziyy -3V Famiyp + 2t vayyp +a vyt — VPP — P Fayt
Ayl 2Ryt a2 Ry —dt eyl + P eyt — a2 Eryn?
La projection du point de coordonnées M sur la droite { B, C'} est le point de coordonnées barycentriques

(b2x1+a2y1) (a2331 + b2 x4 762x1+2a2y1)
"2a% (DPa1? +atziy + 02y — A ayn +a?yr?)
T (a2b2x1—b4x1+b202x1+a4y1—a2b2y1—a202y1)

202 (VP xi?2+ a2z + 02y — Exiy +a?yp?)

M = {0

}

La projection du point de coordonnées M sur la droite {A, D} est le point de coordonnées barycentriques

M4:{2(b2x2+a2my+b2xy—c2:cy+a2y2) (Px12 +a?ziy + 0?1y — Ay +a?y?)
(b2m+a2y) Y1 (2b2x$1+a2m1y+b2m1y—02x1y+azmy1+b233y1—cza:y1+2a2yy1)
T2+ atry+blry—ry+a?y?) (P2 +alriy + 021y — Ariyr +a?yr?)
—(023:3/1 (2b2:cac1+a2m1y+b2x1y—02x1y+a2xy1—1—623:3/1—czxy1—|—2a2yy1))
2 (V2 +a2zy+lry—cry+a?y?) (Pri2+ a2z + 02wy — Arry +a?yr?)
avec

NumX(M4):2b41‘29312+2a2b2x9312y+2b4x3312y—2b202x$12y+2a2b2az12y2+2a2b2x2x1y1
+2atza iy +a?VPraiyy + 0t eziyy —3a2 iy — 200 iy + trriyy
Falm Py + ety — 2y + a2y — byl + a2 g+ 200 ety
2yl dt ey — R eyl +a Ay’
La distance M M? a pour valeur
(a—b+c)(a+b—c)c? (—a+b+c) (a+b+c) z12y,?
A2 212+ a2y + B2 a oy — Aoy + a2y ?)?

MM? =

La distance M M22 a pour valeur

(—a—b+c)(a—b+c)(—a+b+c)(a+b+c) (b2x1+a2y1)2(—x1y+xy1)2
422+ a?zy+b2axy—cry+ay?) (b23:12—|—a2:n1y1—|—b2x1y1—c2m1y1+a2y12)2

MM?2 =
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La distance M M32 a pour valeur

(—a+b+¢) (a+b—0c) (a—b+c) (a+b+c) 112 (WPar +a’y)’

4022z + a2y + b2y — Ry + a?yi2)?

MM; =

La distance M M Z a pour valeur

- a? (—a+b+c)(a+b—c) @ (a—b+c) (a+b+c) y?(—z1y+xy)°
1Ty 22 +a2zy+b2ay—azy+a2y?) Rz 2 +a2zy + P xiy — Eriy + a2y ?)?
Ces quatre expressions sont divisibles par
(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)
402 (Pa?+a?zy+b2ay—ry+a2y?) BPa2+aziy + b2z y — A xy + a?yi2)?

L’évaluation de l’expression MMZMMZ — M M?? MM? se ramene, & un facteur multiplicatif pres, a
I’évaluation de

2
(a®>ar® (V2 +a’ay+ ey — Fay+ad®y?) yi?) <a2 (021 +a’y1) (—m1y+:cy1)2>
2
— (x12 (BP*2?+alry+ ey —Fry+d’y?) (Por+a’y) ) <a402y12(—x1y+xy1)2)

égal a 0.

Exercice 9.6.2

Soit M un point appartenant au cercle inscrit a un triangle et A, B,C les points de contact du cercle
iscrit avec les cotés du triangle. Montrer que le produit des distances de M aux trois cotés du triangle
ABC est égal au produit des distances de ce méme point M aux trois cétés du triangle des contacts.

Solution:
Le cercle inscrit est donc décrit par la donnée de trois points distincts A, B, C placés sur un méme cercle I'.
Le centre K du cercle T est le centre du cercle circonscrit au triangle ABC' et le tracé des trois tangentes
au cercle I' issues des points A, B, C définit le triangle de I’énoncé qui a ainsi pour cercle inscrit I.
Dessin = Dessin U{A,B,C,K,M} ={A,B,C,K,M}
Le repeére barycentrique choisi est A, B, C.
Les points composés sont K, M.
Avec des notations naturelles, on a

Ay
bx+a’y
On déduit les coordonnées barycentriques des points composés:

M:{x,y,— }

x (b2x+a2y)
2+ alzy+blaxy—cAry+ay?’
Y (62x+a2y)
a2+ a2zry+b2zy—c2zy+ay?’
—zy
b2:c2+a2xy+b2xy—02xy+a2y2}

M= {5
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a? (a2—b2 —62)
(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)’

B (—a? + 12 — %)
(—a+b—c)(a+b—c) (—a+b+c) (a+b+c)

c? (a2—|-b2 —02) )

(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)
La projection du point de coordonnées M sur la droite (AB) est le point M; de coordonnées barycentriques

K=

x(262x+a2y+b2y—02y) y(a2x+b2x—c21:+2a2y)
2+ a?ry+Pry—ry+a?y?) 2 (P2 +a?zy+ay—ry+a?y?)’

0}

Mlz{2

La distance M M? a pour valeur

(a—b+c)(a+b—c)c? (—a+b+c) (a+b+ec)z?y?
42+ a?zy+b2zy—Rry+ a?y?)?

MM? =

La projection du point de coordonnées M sur la droite (BC') est le point M, de coordonnées barycentriques

(b2x+a2y) (a2x+b2x—62x—|—2a2y) x (azbzx—b4x+b2023:—|—a4y—a2b2y—a202y)
2a2 (222 +a2zy+b2zy—c2zy+a?y?)’ 202 (Va2 +a?zy+b2zy—cay+a?y?)

M2 = {Oa }

La distance M M2 a pour valeur

(—a+b+c)(a+b—c) (a—b+c) (a+b+c) 2 (P +a2y)’

MM?Q: 2 (h2 2 2 2 2 2,2 )2
4a? (P22 +a’zy+b2zy—cry+a’y?)

La projection du point de coordonnées M sur la droite (AC') est le point M3 de coordonnées barycentriques

(V2 +a’y) 20z +a?y+b2y—Py) y (—a?Pz+btz—bv*Px—aty+a®bPy+a®Py)
V2 (0222 +alzy+b2xy—cdry+ay?) 202 (P22 +?zy+bry—ry+a?y?)

}

M3 = {2
La distance M Mg a pour valeur

(a—b+ec) (a+b—c)(—a+b+c)(a+b+e)y? (b2x—|—a2y)2

MM; = 5
402 (V22?2 +alxy+b2xy—cry+a?y?)

1l résulte que M MZ M MZ M M2 a pour valeur

(—a+b+c)P(a+b—c)’E(a—b+c)(a+b+e)zty? (b2x+a2y)4
64a2b2 (D222 +a2zy+ 2oy —Cry+a2y? )°

MM? MMZ MM =

Un point A; situé sur la perpendiculaire & (AK) passant par A est

Ay ={1+0* -2 b, c*)
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La projection du point de coordonnées M sur la droite (AA;) est le point P; de coordonnées barycentriques
2022 +2a2 2 xy+a?b?y? — b2 +a? Py + 202 Py — ty?
202 (P22 +a?zy+b2ry— ey +a?y?)

Y (2b2x—|—a2y—|—b2y—czy)

2 (2?4 alzy+b2ry—cry+a?y?)
—cy 20z +aPy+ b7y —Fy)

202 (Va2 +a?zy+b2ry—cry+a?y?)

P ={

9

}

La distance M P12 a pour valeur

a2 (—a+b+c)(a+b—c)c?(a—b+e)(a+b+e)y?
AR (a2 +aay+ ey —ry+a?y? )’

MP} =

Un point Bj situé sur la perpendiculaire & (BK) passant par B est
By = {a*,1 —a® +c*, —c*}

La projection du point de coordonnées M sur la droite (AB1) est le point Py de coordonnées barycentriques
x (a2x+62x—02m+2a2y)

2 (a2 +azy+bioy—cry+a?y?)’

(—a4m2 +a?b? 2?4+ 2% ? + b2 P a? — ta? +2a2b2xy+2a4y2)

2a2 (222 +a2zy+b2zy—Rry+ay?)

—ch(a2x+b2x—62m+2a2y) )

2a2 (P22 +a?zy+bry—Ary+a®y?)

P={

)

La distance M P22 a pour valeur

b (—a+b+ec)(a+b—c)c?(a—b+e)(a+b+ec)a?

2 _
MPy = 2 (12 72 4 2 2 2 2.2 )2
4a?(VPx?+alzy+bPxy—ccxy+a®y?)

Un point Cy situé sur la perpendiculaire a (CK) passant par C' est
Cp = {—a® v*, 1+ d® —b?}
La projection du point de coordonnées M sur la droite (C'C1) est le point P3 de coordonnées barycentriques
(z+a?y) (a®bPz—brz+ o +aty—ad®bPy—a®Py)
202 ¢ (V2?2 +a?zy+b2ry—cry+a®y?)
— (b2m+a2y) (aszm—b4x+b262$+a4y—a2b2y—a262y)
2022 (P22 +ad?zy+ 2oy —ry+a?y?)
NumZ(P3) )
20202 (VP22 +a?zy+ b2y —ry+a®y?)

9

Py ={

)

avec
NumZ(Ps) = —a b*2? + 2a% 05 2% — 0822 + a? b1 2 2? + 00 2 2% — 2a° P zy +4a' biay — 2620 2y
+2a* PPy +2a bt Fay—2a2 P ctay —a¥y? + 245022 — at bty + a8 Pyt 4 0t Py
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La distance M P32 a pour valeur

(—a+b+c)(a+b—c) (a—b+c) (a+b+c) (BPx+aly)’
4a2022 (a2 +a?zy+b2ay—ry+a2y?)?

MP; =

1l résulte que M P2 M P§ M P? a pour valeur

(—a+b+c)P(a+b—c)PE(a—b+e)(a+b+c)aty (b2x—|—a2y)4

MP?MPZ MP? = -
64a?b? (D222 +a?2zy+ b2y —crzy+a®y?)

9.7 Projections et cocyclicité

Exercice 9.7.1

Soient quatre points A, B,C, D appartenant a un méme cercle, Ay (resp. By) la projection orthogonale
de A (resp. B)sur la droite CD, Cy (resp. Di) la projection orthogonale de C (resp. D )sur la droite
AB. Montrer que les points Ay, B1,C1, D1 sont cocycliques.

Solution:
Dessin ={A, B,C, D}
Avec des notations naturelles, on a

AXY

D={X)Y,-—— "~ _
{ y 4y b2X—|—CL2Y

}

Le repere barycentrique choisi est A, B, C.
Les points composés sont D.
On déduit les coordonnées barycentriques du point composé:

X (X +a?Y)
B2X24+a2XY+02XY —-c2XY +a2Y?’
Y (b X 4+ a*Y)
B2X24+a2XY+02XY —c2XY +a2Y?’
—2XY
MW+MXY+WXY—&XY+&W}

La projection du point A sur la droite (CD) est le point A; de coordonnées barycentriques

D= {

X 20X +a®Y +02Y — 2Y)
Q(@Xﬂ+akxy+b%xy—c%xy+aﬂﬂ)’
Y (202X +a?Y +0°Y —2Y)

2 X2+a?2XY +02XY -2XY +a?Y?)
YV (@*X -0 X -2 X +a®Y - 0?Y +7Y)
2@%W+MXY+WXY—§XY+JY%}

A =
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La projection du point B sur la droite (CD) est le point B; de coordonnées barycentriques

X (azX—l—bZX—cQX—i—QaQY)

2 (X242 XY +02XY —2XY +a2Y2)’
YV (a* X+ X -2 X +2a%Y )
2X2+a?2XY +02XY -2XY +a?Y?)’
X (—a2X—|—b2X—i—02X—a2Y+bQY—c2Y)
2 (X242 XY +02XY —2XY +a2Y?)

By ={

}

La projection du point C' sur la droite (AB) est le point C de coordonnées barycentriques

a2 -2+ —a?2+02+ 2
2c2 ’ 2 c?

Clz{ 70}

La projection du point D sur la droite (AB) est le point Dy de coordonnées barycentriques

X 202X +a*Y +0°Y — 2Y) Y (X +0°X -2 X +2ad%Y ) 0
(PX24+ a2 XY +02XY —2XY +a2Y2)2 (B2 X2+a2 XY +02XY -2 XY +a2Y?)’ )

D1:{2

Equation du cercle passant par les points A, By, Cy
Le centre M = {x,y,1 — z,y} de ce cercle doit vérifier M A} — MB? =0 et MA? — MC? = 0, soit

—a* X =3V X 4+ X -3a°Y - VY +PY +y 2a* X +20*° X —2° X +4a”Y)
+z (402X +2a°Y +20°Y —22Y) =0
AP X -V XX +a'Y —ad? Y -2a2 Y - FY + Y
+y (—2a* P X 420 X =202 X — 24" Y +2a*b°Y +2a*7Y)
+x (—2a2b2X—|—2b4X—i—2b202X—2a4Y+2a2b2Y—i—4a202Y—|—2b262Y—2C4Y) =0
chacune de ces équations ayant été simplifiée par le facteur
X -VX-AX+ad®Y -0Y+Y
La résolution de ce systeme linéaire donne
(2b2X—|—a2Y—|—b2Y—02Y) (aQbQX—b4X+a202X—I—26202X—C4X+a4Y—a262Y—|—a202Y)
2(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c) (BPX2+a2XY +02XY —c2XY +a?2Y?)

(X +0°X —A2X+2aY) (P X -0 X -0 AEX +a'Y —a®b?Y —2a° Y -2 A2Y + 1Y)
2(a—=b—c)(a+b—c)(a—=b+c)(a+b+c) (BPX2+2 XY +02XY -2XY +a?Y?)
Les coordonnées du centre du cercle sont ainsi
262X+a2Y+b2Y—02Y) (a2b2X—b4X—i—a202X—i—2b262X—c4X—i—a4Y—a2b2Y+a202Y)
2(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c) (BPX24+a2XY +02XY —c2XY +a?Y?) ’
(X +0*X -2 X +2a?Y) (@®PX - X -0 X +a'Y —a® VY —2a> Y -0 PY + 1Y)
2(a—b—c)(a+b—c)(a—=b+c)(a+b+c) (X2 +a2XY +02XY —-2XY +a?Y?) ’
(a2X—bQX—CQX—i—aQY—bQY—i—cQY) (a2b2X—b4X+b202X+a4Y—a2b2Y—a202Y)
2(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c) (BPX24+a2XY +2XY —c2XY +a?2Y?)

y:

!
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Le rayon au carré de ce cercle a pour valeur
a2 (a2 X =X —AEX +a2Y —B2Y +A2Y)?
4(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c) BPX2+a? XY +02XY —2XY +a?Y?)

Un point M = {x,y,1 — z — y} appartient & ce cercle si et seulement si sa distance (au carré) au centre
est égale a cette valeur, soit

0=2a2 X242 X2 2022 X2 - 2?22 X2 —6b e X2+ 202 2o X2+ 40122 X2 — 442 b2 X2y

7"2:

AV X2y + 4P A Xy +4a? PP e X2y +4b e X2y — 4P e X2y + 42 X2+ XY + 662V XY

0P XY 202 XY -2 XY + XY —2a' 2 XY — 1062022 XY —4b* 2 XYV +4a* P2 XY
+602Pz XY -2 2 XY +4a2 0?22 XY +40* 22 XY — 40?222 XY —4a* X yY — 10622 X yY
2 X yY +6a°EXyY +402 P XyY -2 XyY +4a’ 2 XyY +8a?b? 2 X yY +4b* e X yY
—8a’rXyY -8V XyY +4ct e XyY +4a* X2 Y +4a®2 X 2 Y —4a?> A X ? Y +2a* Y?
+2a20?Y? —2a2PY? —4a*2Y? —4a’ 0P 2 Y? + 42 A Y? + 4202 2% Y? —6at yY? — 24202y Y?
+2a®yY? +4ateyY? +4a®? P ayY? —4a’FryY?+4a*?Y?

Le point M = D; convient.

La réciproque se démontre de la méme facon.

Exercice 9.7.2 difficile sans l'inversion

Dans un triangle ABC, on considére le cercle tangent en Py et Py aux prolongements des droites (AB),
(AC) et tangent au cercle circonscrit ¢ ABC. Montrer que le milieu du segment [Py P est le centre J,
du cercle exinscrit dans l’angle A.

Solution:

Soit K le centre du cercle circonscrit & ABC. Nous choisissons un point D = {XY, b;;;%} sur le
cercle circonscrit et un point M sur la droite (K M), M étant le barycentre de {(K, k), (D, (1 —k))}. La
projection P; (resp. P,) de M sur la droite (AB) (resp. (AC)) doit satisfaire PyM? = P,M? = DM?.
Ces conditions nous permettent de déterminer les coordonnées barycentriques de M.

Dessin ={A,B,C, D, J,, K}

Le repere barycentrique choisi est A, B, C.

Les points composés sont D, K, J,.

Les coordonnées barycentriques des points composés D, J, sont:

X (1*X +a’Y)
PX2+a?2XY +02XY —c2XY +a?Y?
Y (0*X +a?Y)

X2+ XY +02XY-2XY +a?2Y?’
—2XY
PX T @XY T PXY —EXY 1 a2v? )

—a b c
Ja: y )
{—a—i-b—i-c —a+b+c —a—l—b—i—c}

D=
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Dessin = Dessin U{M} = {A,B,C,D, J,, K, M}

Le repere barycentrique choisi est A, B, C.

Les points composés sont M.

On déduit les coordonnées barycentriques du point composé M = { Def%]\/[), De?ilf‘(/’M), DG‘Z‘{M)} avec

ey =atb? X2 282 X2+ 05 X2 24202 P X2 20 P X2+ P A X2+ PV kX2 — O kX +a? VP Pk X
+200 kX2 Ak X2 +a° XY 2P XY +a? 0P XY —2a* XY - 282 P XY +d? A XY
+2a* kXY - 220 kXY 42822 kXY +aPkY? — ' VP kY? —at P kY?

yv = —a? b EX?P 00X b X2+ at P XY 282 XY + 05 XY — 28202 XY —20* 2 XY
+02AXY - 20 P kXY 4220 kXY +2a202 kXY +a8 Y2 —2a* ® Y2 +a? b Y2 — 24t P Y?
220V + AV kY AP EY? 424 P hY? 4+ PP kY2 —dP A kY?

= (a2 P kX2 -0 kX2 0Pk X? —ad' XY 422 0P XY -V XY 4202 P XY 42022 XY — XY
—4a*VPEXY —a'kY? —a? 0P kY2 + a2 P kY?)
Den(M):(afbfc)(a+bfc)(afb+c)(a+b+c)(b2X2+a2XY+b2XY702XY+a2Y2)

Dessin = Dessin U{Py, P»} ={A,B,C,D, J,, K, M, P,, P>}

La projection du point M sur la droite (AB) est le point P; de coordonnées barycentriques

X2+ P kX2 -2 XY - VXY +EXY —ad’kY?
2(—02X2—a2XY - 0R2XY+2XY —a2Y?) ’

VEX? - XY -PXY+AXY -2a’°Y?+a?kY? 0}
2(-2X2—a2XY - R2XY+2XY —a2Y?) ’

P =1

La projection du point M sur la droite (AB) est le point P, de coordonnées barycentriques
P, ={
204 X2 — b kX2 + 30’0’ XY + bAXY — b2PXY — 26202k XY 4 a*Y? + a?b?Y? — a?c?Y? — a*kY? + a?cPkY?
202 (B2 X2+ a?XY + 02XY — XY +a?Y?)

707
b4kX2—a2b2XY+b4XY—b202XY—i—2a2b2kXY—a4Y2+a2b2Y2+a2c2Y2+a4kY2—a2c2/<;Y2}
202 (X2 + a2 XY +2XY — XY +a2Y?)

La condition M PZ — M D? = 0 implique
0=(0*kX*+a® XY +2abXY +V* XY - XY —2abk XY +a*kY?)
(PEX*+a* XY —2abXY +0* XY - XY +2abk XY +a*kY?)
La solution de
PEX?+a?XY +02XY —AXY £2abXY —2(£)abkXY +ad’kY? =0
fournit

—a? XY -V XY +XY -2(+)abXY

k=
?X2-2(£)abXY +a?Y?
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La condition M P§ — M D? = 0 devient
0=(2a’ X —20*cX £20*X +a®Y —ab®Y —2a°cY +ac’Y)
(2ab* X +2b0%cX £ 2%, X +a®Y —ab’Y +2a*cY +ac’yY)
Traitons la situation
200X — 202 cX 220 X +a®Y —ab®Y —2a*cY +ac’Y =0
On obtient alors

-2 (ab*X - b cX £ X)

Y =
a(a®>—b—2ac+c?)

d’ot on déduit
2(a—b—c)(a+b—c) (a—c£b) (a®>+b? —c? £2ab)

k =
a(a?+b2—2ac+c® +2ab—2(=£)be)?

et on obtient ainsi
(a? + b2 — ? + 2(£)ab) (a* — b* — 2a3c + 2ab’c + 26%c? + 2ac® — ¢* £ 2a%b — 2(£)ab® — 2(+)abc?)
(a—b+c)(a+b+c) (@®+02—2ac+c £2ab—2(%)be)?
4b?c (a—c+b) (a®> +b* —c* £2ab)
(a—b+c)(a+b+c)(a®+b2—2ac+c +2ab—2(%)be)?’
—4bc® (a—c +£b) (2ab £a® £b* — (+)c?)
(a—b+c)(a+b+c) (a®2+b2—2ac+c?+2(£)ab—2(£)be)

)

M= {

5}

Explicitement, les points M et M™ possibles sont

ad+a?b—ab? -0 —a’c+2abec—b*c—ac?+bc*+c3
(a+b—c)? (a—Db+c)
—4b%c 4bc?
(—a+b—c) (a+b—0c)* (—a+b—c) (a+b—c)?

M ={

9

}

3_a’b—ab’+b>—a’c—2abc—bc—ac® —bc?+ ¢
(a—b—c)? (a+b+c)
4b% ¢ 4bc?
(—a+b+¢)? (a+b+ec) (—a+b+c)? (a—i—b—i—c)}

Il nous reste a analyser 1’équation

M=

9

20 X +20%c X +20> + X +a®Y —ab’Y +2a*cY +aY =0

Le méme calcul permet d’obtenir

o 2(a—b+c)(a+b+c)(at+ec+tb) (a®+b*—c?+2(+)ab)

(a2 +b2+2ac+c2 £2ab +2bc)”
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et deux possibilités pour le point M, soit

ad+a’b—ab®> - +ad’c—2abc+bc—ac®+b -3
(a—b—c) (a+b+c)?
4% ¢ 4bc?
(—a+b+c) (a+b+¢)* (—a+b+c) (a+b+c)

M={

)

}

ad—a’b—abP+ 0 +ad’c+2abc+bc—ac®—b -3
(a+b—c) (a—b+c)
—4b%c 4bc?
(—a+b—c)? (a+b—c) (—a+b—c)? (a+b—c)

M ={

)

}

déja obtenues.
Dessin = {A,B,C, D, J,, K, M, P, P»}
ad+a’b—ab®> b —a’c+2abc—bPc—act +bP+ ¢
(a+b—c)? (a—b+c)
—4b%¢c 4bc?
(—a+b—c)(a+b—c)?* (—a+b—c) (a+b—2c)

La projection du point M sur la droite (AB) est le point P; de coordonnées barycentriques

M ={

)

5 )

—a+b+c —2b
—a—b+c —a—b+c’

P ={ 0}

La projection du point M sur la droite (AB) est le point P, de coordonnées barycentriques

at+b+ec —2c
707
at+b—c "a+b—c

Dessin = Dessin U{I} = {A,B,C,D,I,J,, K, M, P, P»}
Soit I le milieu de [P} Ps).

Le repere barycentrique choisi est A, B, C.

Les points composés sont I.

Les coordonnées barycentriques du point composé sont:

Py ={ }

e
a+b—ca+b—ca+b—c

Ce point ne convient pas, la droite joignant le point C' & ce point coupe (AB) en un point intérieur au

segment [AB], ce qui est exclu dans le contexte de I’énoncé.

Dessin = {A,B,C, D, J,, K, M, Py, P»}

Dessin = Dessin U{M*} ={A,B,C,D,1,J,, K, M, M*, Py, P,}

Le repere barycentrique choisi est A, B, C.

Les points composés sont M*.

On déduit les coordonnées barycentriques du point composé:
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a®—a’b—ab®+b®—a?c—2abc—b*c—ac®—bc*+c3
(a—b—c)? (a+b+c)
4% c 4bc? )
(—a+b+e)? (a+b+c) (—a+b+c)? (a+b+c)
Dessin = Dessin U{P;", PS} ={A,B,C,D, 1, J,, K, M, M*, P, P{, P, Py}
Le repere barycentrique choisi est A, B, C.
Les points composés sont P;, Py
La projection du point M* sur la droite (AB) est le point P} de coordonnées barycentriques

M* =

I

—a—b+ec 2b
—a+b+c —a+b+c’

P={ 0}

La projection du point M* sur la droite (AB) est le point P de coordonnées barycentriques

—a+b—c 2c )
—a+b+c T —a+b+c

Dessin = Dessin U{I*} = {A,B,C,D,I,I*,J,, K, M, M*, Py, P}, P, P}
Soit I* le milieu du segment P;P5].

Le repere barycentrique choisi est A, B, C.

Les points composés sont I*.

On déduit les coordonnées barycentriques du point composé:

Py ={

—a b c
—a+b+c —a+b+c —a+b+c
Ce point est le centre du cercle exinscrit.

=

}
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