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Préface

Ce travail est destiné & un large public d’enseignants, d’étudiants et aussi d’informaticiens. Son but
est d’aborder la géométrie vectorielle sous un aspect nouveau permettant de résoudre la plupart des
exercices de géométrie vectorielle sans le support traditionnel d’une figure géométrique représentative.

Dans le premier chapitre de cet ouvrage, nous expliquons la méthode concrétement en 'illustrant par
des exemples classiques largement commentés afin de permettre au lecteur de se familiariser avec
cette optique. Les chapitres suivants, traités plus sommairement, aborderont d’autres themes de la
géométrie vectorielle répertoriés dans le sommaire.

La méthode s’inspire dans ses grandes lignes de la chimie classique qui classe les éléments na-
turels en corps purs et corps composés. A partir de cette analogie, il nous est permis de résoudre
automatiquement un exercice sans recourir au support intuitif du dessin géométrique qui s’avére
parfois complexe.

Notre démarche est efficace dans le cadre de la géométrie vectorielle générale et tres adaptée a
son insertion en informatique. Mais elle ne traite pas convenablement la géométrie métrique, c’est a
dire celle qui invoque les angles, les rotations, produits scalaires: il semble que le concept d’angle soit
un concept plan trop restreint.

Cette Géométrie vectorielle a plusieurs objectifs, en particulier:

- permettre au lycéen de mieux saisir les divers aspects de la géométrie proposée au programme par
une approche plus concrete des mathématiques et par-dela méme, valoriser ce pole scientifique.

- conduire I’étudiant vers une réflexion plus profondes des concepts de la géométrie, en particulier en
s’intéressant a la richesse de la géométrie métrique plane et a la création de géométries abstraites.

- permettre a I’étudiant au Capes ou a I’Agrégation, de programmer une partie des exercices de
géométrie qu’il rencontre, réfléchir a ’analyse des données sous-jacentes et obtenir la solution en
mettant en oeuvre un programme de calcul symbolique exigé a ces Concours.

- aller au-dela de cet ouvrage en simplifiant une partie des exercices de la géométrie métrique, sans
recourir au calcul algébrique dans un systéme de coordonnées.

Conscient des ouvertures de cette méthode mais aussi de ses limites, il m’a semblé intéressant
de faire partager ce savoir-faire adapté a nos outils informatiques modernes. Dans quelques années,
les programmes symboliques tiendront dans une calculette et notre enseignement pourra difficilement
ignorer I'importance de I’analyse des données, 'importance de leur programmation et la banalisation
des calculs volumineux et des résolutions des systemes d’équations linéaires.
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21000 - DIJON France
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Chapitre 1 Initiation La géométrie vectorielle par I'informatique

CHAPITRE

1

Initiation

1.1 Préliminaires:

Comme indiqué dans la préface, 'objet de ce travail est d’élaborer une nouvelle démarche de résolution
des exercices de géométrie vectorielle que I'on peut qualifier de résolution automatique. Le terme
”automatique” signifie ici que le traditionnel dessin géométrique représentatif, n’est pas nécessaire a
I’aboutissement de la solution.

Cette démarche automatique est en effet possible en s’inspirant de la chimie classique qui décrit les
corps chimiques en les classant, soit en corps purs, soit en corps composés (chaque corps composé
ayant une unique représentation a partir des corps purs).

Pour des raisons pédagogiques, nous conservons les termes ”purs” et ”composés”, le point de départ
de chaque exercice étant constitué du choix judicieux des points purs et des points composés. En
fait, on verra que ces points purs et composés peuvent étre générés automatiquement.

Nous avons choisi d’illustrer nos considérations par la résolution d’exemples classiques. Les premiers
exemples d’initiation de ce chapitre sont commentés en détail afin de saisir le caractere automatique de
la méthode. Les solutions obtenues présentent parfois des ressemblances avec la méthode analytique
ou la méthode barycentrique.

Il va de soi que cette optique algorithmique offre une solution dont la rédaction est d’apparence
plus longue que celle d’une solution issue de raisonnements astucieux. En réalité, la non-considération
détaillée du dessin conforte le lecteur incertain et les astuces intermédiaires deviennent inutiles au point
qu’il peut démarrer bon nombre exercice en commencant par la derniere question. Les indispensables
calculs de substitution n’offrent aucune difficulté théorique, ils deviennent de jour en jour, estompés
par ’outil informatique qui fait partie de I’enseignement de demain. Ainsi, nous ne scrutons
plus un dessin comme support d’aide et faisons peu de différences entre un exercice dans le plan et un
exercice dans 'espace.

1.2 La résolution automatique des exercices:

Revenons a la démarche traditionnelle de résolution d’un exercice de géométrie. En utilisant un
support papier, nous dessinons d’abord quelques points, quelques droites mentionnés dans 1’énoncé:
nous avons fabriqué par le dessin un socle de départ. Ensuite, nous plagons d’autres points ou d’autres
droites tributaires de ce socle jusqu’a I'obtention du dessin final.

Les premiers points que nous avons dessinés sont probablement des points purs car nous les avons
placés librement sur le support papier.

Ainsi, nous appelons ”point pur” un point placé au hasard sur le papier. Par opposition, un ”point
composé” est un point dont le dessin sur le papier, est soumis & des contraintes relevant des points
déja dessinés.
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Chapitre 1 Initiation La géométrie vectorielle par I'informatique

Dans un premier temps, chaque exercice est résolu de la fagon suivante:

1. & la lecture de I’énoncé, nous décidons quels sont les points purs qui s’imposent.

’ Choisir des points se trouvant sur des intersections de droites. ‘

2. pour chaque point composé, nous recherchons la relation vectorielle qui le caractérise.

S'il s'agit d'un point situé a l'intersection de 2 ensembles (droites ou
plan), nous serons amenés a résoudre un systeme linéaire.

3. nous soumettons chaque relation vectorielle & un découpage automatique, en utilisant un point
O qui n’appartient pas aux données de 'exercice ( le point O est un point fictif, ce n’est pas

un point ”origine”). Le découpage automatique est la relation
— — —

AB = OB - OA

réitérée systématiquement.

. . . . — 53 e 7
Ainsi, une relation vectorielle telle que 3 M A — 5 BC' générera

3(0A— OM)—5(0C — OB)

— — — —
L'expression 3 (MO + OA) —5 (BO + OC) est inacceptable.

4. 'ensemble des relations vectorielles est devenu, apres ’action des découpages, un systeme
d’équations linéaires (les inconnues étant initialement toutes les quantités 0—15 avec P point
de I’énoncé) dont la résolution nous permet d’obtenir les expressions des points composés en
fonction des points purs. La plupart du temps, ce systeme d’équations linéaires se résout par
cascades successives.

Un test simple nous permet de vérifier I'exactitude de nos calculs: la
somme des coefficients nécessaires a la description d’'un point com-
posé, est toujours égale a 1.

5. Pexercice se résume ainsi a une liste de formules, chacune d’elle fournissant la description
d’un point composé en fonction des points purs.
Les calculs intermédiaires ont uniquement servi a obtenir le descriptif de chaque point composé.
IIs peuvent étre effacés de la feuille de brouillon.

6. il nous est alors permis de répondre aux diverses questions de ’exercice.

Par exemple, pour montrer qu'une droite (AM) est paralléle & une
droite (BJ), nous évaluons

puis
— — —
BJ=0J—- OB=---etc
en faisant intervenir les descriptifs des points composés. Ainsi, par
—_— —
ces diverses substitutions, AM et B.J obtiennent des expressions en
fonction des points purs.
1 . Y . N a4
Et on constatera alors que I'expression AM est proportionnelle a BJ.
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Par souci pédagogique, nous gérons la solution de chaque exercice en réservant sur la droite de notre
feuille de papier, une large marge destinée & visualiser I’expression des points composés. Ainsi,
nous aurons la présentation suivante:

Exercice: Choix des
N—" DOIRLS purs

énoncé de l'exercice

Solution:

Description dun
point composé

Lez ponts composés sont D, . eto..
; - Points purs
Par des découpages automatiques, nous obtenons & B0

l'expression des points compasés.

Mous mémorisons

l'expression obtenue — —

—in —
OD =3 0A+ 2 0B -4 0OC

Les calculs effectuss dans cette colonne
n'interviendront pas dans la sute

On repond aux diverses questions de l'exercice
er1 utilisant le formulaire constitué par la
colonne & notre droite
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1.3 Un exemple instructif

Nous étudions un exemple intéressant pour lequel nous développons la rédaction de deux solutions, une
solution détaillée nécessaire a un premier contact et une solution abrégée correspondant aux fréquentes
solutions type adoptées dans ce travail. Une troisiéme solution qui choisit automatiquement les points
purs et les points composés n’est pas mise en oeuvre pour l'instant.

Exercice 1.3.1 (Bac Amiens, 1966)
Soit un triangle ABC' et soit M, N, P les milieux respectifs de BC, CA, AB.

—_— —— — —
1. Démontrer que AM + BN+ CP= 0.

—_— = =

2. Soit I un point quelconque, et J et_[)( les poﬂs définis par IJ = CP et IK = — BN. Montrer
que le milieu £ de JK est tel que 1E = —%BC.

Solution commentée:

1). Les points A, B, C sont placés au hasard, I'un par rapport a l'autre,
dans le plan: nous décidons que ce sont nos points purs, en raison de la
formulation ” placés au hasard ”.

Etre le milieu d’un segment génere une relation vectorielle. Chacun des Points purs
points M, N, P est positionné précisément par rapport aux points A, B, C A, B, C
par cette relation vectorielle: les points M, N, P sont donc des points com-

posés.

. = = ’ .
La relation BM = MC engendre le découpage automatique

donc

. 0B+ OC
O = =2
: . YV OB+0C
que l'on enregistre dans la marge de droite. OM = ;
— —
Tout autre relation (par exemple BM = % BC') aboutit au méme résultat.
La relation é—*fv — N4 engendre le découpage automatique
— — — —
ON — OC = OA—- ON
donc
OA+ OC
ON = .
9 . . Ty _ O—1>4+&>'
que l'on enregistre dans la marge de droite. ON = >

. - == 7’ .
La relation AP = PB engendre le découpage automatique

— —
OP - OA = OB—- OP

donc
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que ’on enregistre dans la marge de droite. OP =

Calculons le vecteur AM + BN + CP. Tl nous suffit de lire les informations
regroupées dans la marge de droite. On a:
—— — —
AM + BN + CP
— — — — — —
=(OM - OA)+ (ON — OB)+ (OP — OC)

—_— — — —_— — — —_— — —
OB+ 0OC—-20A + OA+0C—-20B + OA+0B-20C
2 2 2

OB+ 0C—20A+0A+0C—20B+0A+0B-20C _ 0t
¢ —

2). Le point I est un point quelconque, il peut donc étre placé librement dans
le plan, sans se référer aux autres points: c’est donc un nouveau point pur.

Les points J, K sont composés car chaque relation vectorielle indiquée per- Point pur
met de les positionner dans le plan. Le point E est le milieu d’un segment I
dont les extrémités sont des points déja mentionnés, c’est donc un point

composé.

. - —_ 7 .
La relation IJ = CP engendre le découpage automatique

—

— — —
OoJ—-0I = OP—- 0OC

donc
— — — —
OJ=-0C+ OP + 01
—
mais nous ne pouvons pas enregistrer OJ dans la marge de droite car P
n’est pas pur. On doit donc écrire:

—

0J = —0C+ 94108 | of

—_— — — —
_ OA+0B-20C+201
- 2

~7 _ OA+O0B-20C+201
= )

O
<

—
et on enregistre alors dans la marge de droite 'expression de OJ.
Notons qu’une réponse maladroite telle que:

.

— — —
53 _ OA+ OB +20C +20I
- 2

contient une erreur car la somme des coefficients

1+1+4+2+2
2

doit toujours étre égale a 1 (ici, la fraction a pour valeur 3).
—— —
De méme, BN = — I K engendre le découpage automatique

—_— — — —
ON — OB = —(OK — OI)
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Chapitre 1 Initiation La géométrie vectorielle par I'informatique

donc
—

— — —
OK = OB- ON+ Ol

= OB - 04t0C 4 o]

— — — —
_ —0OA4+20B—-0CH+201
2

que l'on enregistre dans la marge de droite. OK
Il nous reste a obtenir la formule relative au point E.
On a le découpage:

— — — — s P
0 = -FK+ JE =20F—- 0J - OK

> _ _OA+20B-0C+201
= 2

Tenant compte des points composés précédents, on déduit:

30B+30C +40F —401
20E — OJ — OK = — + + -

Il en résulte que:

~
=
I

Solution modele:
1). Les points purs choisis sont A, B, C'.
Les points composés sont M, N, P (ceci signifie que 1'on cherche a décrire Points purs
les points M, N, P en fonction des points A, B, C). A B,C I
On a les découpages successifs:
— — — — — —
0 = BM-MC = -0B-00C+20M
— — — — — —
0 = CN—-NA = -0A-0OC+20N
— — — — —
= AP - PB = —0A—- OB+20P

—
0

En résolvant progressivement ces équations, on déduit les descriptions des
points composés :
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S
g

o
OM

N . OA+OC
ON = o
—

OP

[

— — —
Calculons le vecteur AM + BN + CP. On a:

— — —

AM + BN + CP

s i e —

OB+ 0OC—-20A+0A+0C—-20B+0A+0B-20C
2

—

=0

2). Le point I est quelconque, c’est donc un point pur.
Les points J, K sont composés.
On a les découpages successifs:

— — — — — — —
0 =-CP+1J = 0C+0J—-O0OP-0I
— — — — — — —
0 = BN+ IK = -0B+ OK+ ON-0I
Tenant compte des points composés précédents, on obtient:
— — — — —
— —0OA—- OB+20C+20J—-20I

—
= -CP+1J =

2
OA—20B+ OC +20K —201
0 = BN+ IK = - + 2+ -

On déduit les descriptions des points composés:

A7 _ OA+0B-20C+201
0J = 3
A7 — —OA+20B—0C+201
OK = 5
Le point E est composé.
On a le découpage:
— —— s — — —
0 = -FK+ JE =20F—- 0J - OK

Tenant compte des points composés précédents, on obtient:

30B+30C +40E —401
0 = -BER+JE = 222 F 2+ -

On déduit la description du point composé:

— — —
30B-30C+401
4

S|
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—_— —
_ OB+0OC
OM :

|

Q
b
T
8l

ST

|
2
g

|
N

Point pur
1

OJ — OA+OB—20C+201
= 2

o d —_— —_ —_
_ —0OA+20B-0C+201
OK = ’
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.
Calculons le vecteur IE. On a:

On a ainsi
— -3 —

IFE = — BC
4

1.4 Le choix des points purs et des points composés

De nombreux exercices de géométrie vectorielle donnent d’emblée naissance a une liste de relations vec-
torielles qui positionnent les points les uns par rapport aux autres (nous reviendrons ultérieurement sur
les exercices de géométrie vectorielle contenant le mot ”intersection”, exercices pour lesquels nous de-
vons limiter le nombre de points purs). Par exemple, 'exercice d’initiation est le reflet des équations
vectorielles:

— — .-
0 = BM- MC
— — —_—
0 = CN-NA
— — —
0 = AP- PB
— — —
0 =-CP+1J
— — —
0 = BN+ IK
— — —
0 = -FK+ JE

Cette liste d’équations devient le systeme linéaire

— — — —
—0OB—-0C+20M = 0
— — — —
—-0A—-OC+20N = 0
— — — —
—0OA—-OB+20P = 0
— — — — —
oC+0J-0P-0I =0
— — — — —
—-0B+ OK+ON—-0I = 0
— — — 6>

2 0F—-0J—- OK

On notera que la somme des coefficients de chaque équation vaut 0.
Envisageons un exercice de géométrie vectorielle utilisant les points Ay, Ao, - - - , A, et décrit par la donnée
d’une liste d’équations vectorielles (soit p le nombre d’équations de cette liste) du type

— — —_ e —_— —
a11 OA1 4+ a120A +- + a1(n—1) OAp—1 + (1 - 2571 a1;) OA, = 0
— — — i=n—1 — —
as1 OA1 + agn OAy +-- + a2(n—1) OA,,_1 + (1 — Ej:l (Zg]) OA, = 0
—

+ ... + .. + ... + ... = 0

ap1 OA; + ap2 OAy +-- + (p(n—1) OA,_1 + (1 — Ej:l apj) OA, = 0
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ou les a;; sont des coefficients souvent réels, parfois symboliques (o, 3, - -).
Posons I = {1,2,--- ,n} ensemble d’indices. La résolution (le plus souvent en cascade) de ce systeme
linéaire, ayant pour inconnues la liste

(O—fl;‘)iej = {0—14{7 ()—142)770—‘471}

amene le descriptif d’une sous-famille (OA; )ics en fonction des OA; avec j ¢ J. En d’autres termes,

—_— —_—
les (OA; )ies sont les inconnues du systeme linéaire et les (OA; )¢y sont les parametres.
En résumé, les points A; pour j ¢ J sont les points purs cherchés, et les A; pour ¢ € J, sont les points
composés exprimés en fonction des points purs.

1.5 Aspects de la méthode analytique et de la méthode informatique

La résolution d’un exercice par la méthode analytique consiste a utiliser un repére dans lequel chaque
point de ’exercice est décrit par des coordonnées. Les calculs s’averent simplifiés par un choix judicieux
du repere et deviennent lourds lorsque la dimension de ’espace croit.

Un fréquent défaut dans I'utilisation d’un repere est le choix d’un repere utilisant les points dessinés en
priorité (repeéres du style repere=(A, A—B>, A—C>'7 --+)) avec, pour conséquence invisible, des coordonnées
maladroites amenant des calculs avec de multiples parametres, augmentant ainsi la complexité et engen-
drant aussi d’invérifiables erreurs.

La méthode informatique (méthode algorithmique) dégage les points purs, soit automatiquement
(résolution d’un systéme linéaire cf section 1.4), soit librement, par choix sur le dessin de points situés a
de multiples intersections. Le nombre de points purs n’est pas limité a 3 pour un exercice plan, a 4 pour
un exercice dans ’espace.

La méthode informatique (ou algorithmique) n’introduit pas de repére et ne fait aucune distinction en-
tre un exercice dans le plan et un exercice dans ’espace (ou dans un espace de dimension supérieure).
Dans cette optique, les concepts de plan, d’espace,... n’existent pas et l’exercice se résume a des cal-
culs symboliques: ’espace environnant n’a pas a étre précisé, sauf lorsqu’il est question d’intersections
(Iintersection de 2 plans passant par un méme point peut se réduire a ce point en dimension 4). De sur-
croit, les possibles erreurs de calcul de la méthode informatique sont facilement détectables et deviennent
inexistants lorsque I'outil informatique a participé a I’obtention des réponses: en outre, on peut abréger
I’écriture des expressions vectorielles en omettant le point O.

En fait, le point O étant fictif (ce n’est pas un point ”origine”), on peut lui attribuer momentanément
une valeur et générer ainsi des formules vectorielles. Ainsi, dans I’exercice d’initiation, I’expression

— — — —
53 — OA+ OB —-20C +201I
o 2

donne, en prenant momentanément O = A

—_— — —
— AB —2AC +2AI

AJ =
2
et en prenant momentanément O = B
BA-2BC+2BI
Bj = 2ATZPCH
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et en prenant O = J
— = — - —
0 = JA+JB-2JC+2J1
L'¥aluation du vecteur NJ suggere le choix O = N qui donne:
— — — —
NA+ NB—2NC+2NI
2

—
NJ =

Cette expression peut paraitre inutilisable puisque N a pour descriptif

ON — OA—;—OC

—

.« N4 _ —AC NpB _ —BA-BC .
Mais, NA = =5~ en prenant O = A, NB = —=5-== en prenant O = B, etc.... En substituant chaque

— —

terme dans ’expression de NJ, on obtient une expression plus ou moins satisfaisante de NJ.
—

Pour le calcul de NJ, il est hautement préférable de revenir au découpage automatique

—

— —
NJ = OJ—- ON

égal a:
OA+ 0OB-20C+201 0OA+0OC
OJ— ON = 5 — =

—
_ OB-30C+20I
2

La somme des coefficients de cette expression est automatiquement égale a 0 (ici I_Qﬁ = 0), donc le
vecteur

— — — —
NJ = OB-30C+201
est indépendant de O (ce fait est d’autant plus certain que le point fictif O est externe a 1’étude
géométrique).
Il en résulte, en prenant O = A par exemple, ou O = C, que:
— — — — —
— AB—-3AC+2AI CB+2CI

NJ = 5 = 5 = ete...

— — —
De méme, pour 'expression 3 AM + BN — 2CP, on obtient:
—_— — —
3AM 4+ BN —2CP
— — — — — —
=3(OM — OA)+ (ON — OB) -2 (OP - OQC)

—3 OB+0C—204 | OA+0C—20B _ o OA+OB—20C
= 2 2

2
_ 30B430C—60A+0A+0C—20B-204—20B+40C
- 2

—_— - —
_ —7TOA+0B+480C
2

Ici, la somme des coefficients vaut w # 0, il y donc erreur de calcul.
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La réponse correcte est en effet:

704 — OB +80C
3AM + BN —20P = =220

et, comme précédemment, cette expression est indépendante du point fictif O. Par exemple,

— —
—AB+8AC

— — —
3AM + BN —2CP = 5

Un test simple nous permet de vérifier |'exactitude des calculs: la
somme des coefficients nécessaires a la description d'une expression
vectorielle, découpée par I'insertion systématique du point fictif O, est
toujours égale a 0.

Un exercice de géométrie vectorielle plane (resp. dans 'espace), ne contenant que 3 points purs (resp. 4
points purs), peut étre considéré théoriquement comme un exercice utilisant un repere (il suffit de choisir
pour O 'un des points purs). Mais les calculs par la méthode informatique sont incontestablement plus
homogenes et plus agréables.

1.6 Exemples

Ces exemples visent & montrer que la méthode informatique permet de résoudre les exercices de 2 fagons.

1. Le lecteur ignore le dessin géométrique. Dans ce cas, il choisit les points purs comme indiqué dans
la section 1.4.

2. Le lecteur s’appuie sur le dessin géométrique et il propose sa propre liste de points purs.

Exercice 1.6.1
On considére un triangle ABC. Soient Ay, By ,Cy les milieux respectifs des bipoints (B,C), (A,C),
(A, B). Un point I quelconque étant donné, soient J et K les points définis par

— —_ —_— —_—
1J = CCl et IK:—BBl

1. Montrer que JK A1 A est un parallélogramme.

2. Soit E le milieu de JK. Montrer que les droites (IE) et (BC) sont paralléles.

Solution:
1). Les phrases significatives sont:

)

A; les milieux respectifs des bipoints (B, C
A, Q)

B; les milieux respectifs des bipoints (A,

Jean-Paul Jurzak Page 11
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C les milieux respectifs des bipoints (A, B)
— —
IJ=CC
- —
IK = —- BBy

La liste des équations vectorielles est

— — —_—
0 = BA, - AC
— — —
0 = CB— BA
— — —
0 = AC,—- (1B
— — —
0 = —-CCi1+ 1J
— — —_—
0 = BB+ IK
d’ou les découpages successifs:
( — — —
0 —OB—- 0C+20A4,
— — — —
0 = -0A-0C+20B
— — — —_—
0 = —-0A- 0B+20C,
— — — — —
0 oC - 0C1+ OJ — OI
— — — — —
0 — 0B+ OB+ OK — OI

\

_— = _— —
OA 1’ _ OBJQrOC OA 1’ _ OB%L oc
e —
. _ OA+0C — — =
OB, = 5 OB, = OA-;OC
N —_ ——
0C, = OA+ OB L,
2 O—’Cl _ OAJQFOB
OJ — OA+OB—20C+201
- 2 — —_— — — —
OJ — OA+0B-20C+201
= 2
— —_— — —
O“K’ _ —OA+20BQ—OC+2OI
o P —— —_— —
O—)K _ —OA+2OB2—OC’+201

Ceci signifie que les points purs sont A, B,C, I.

Les points composés sont alors Ay, B1,C1, J, K. . Points purs

1). Pour cette question, nous devons comparer les vecteurs JK et AA;. A B.C.I
) ) ?

—
Calculons le vecteur JK. On a:

20A+ OB+ OC
JE = 24T YPT
2
—_—
Calculons le vecteur AA;. On a:
204+ OB + OC
A_A{ _ = —|—2 +
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Il en résulte que
— T
JK = AA;
2). Le point E est un nouveau point composé.
On a le découpage successif:

— - P — — — P —
0 = JE— EK = -0J—-0OK+20F

Tenant compte des points composés précédents, on obtient:

D 30B +30C +40E — 401
_0J— OK+20F = —2YB+ 2+ -
On déduit la description:
7 _ 30B-30C+401 7 _ 30B-30C+401
OF — 30B=30C+401 OF — 30B-30C+401

— —_—
Il nous faut montrer que les vecteurs I'E et BC' sont colinéaires. Calculons

N
le vecteur IE. On a:

P _ 30B -30C

~

—_—
Calculons le vecteur BC'. On a:

On a ainsi
3

IE = _°BC
T4

donc les droites (IE) et (BC) sont paralleles.

Exercice 1.6.2
Soit quatre points non coplanaires A, B,C, D. On désigne par I le milieu de (A, B) et par J le milieu de
(CD). Démontrer que les droites (AD), (IJ) et (BC) sont paralléles ¢ un méme plan.

Solution:

Les points purs choisis sont A, B, C, D.

Les points composés sont I, J. Points purs
Le lecteur est libre de choisir d’autres points purs, par exemple I, J, A, D ou A, B,C,D

suivre la démarche indiquée dans la section 1.4.
On a les découpages successifs:

— — — — — —

= Al-IB = —-0OA—- 0OB+20I
— — — — — —
0 =CJ—-—JD =-0C—-0D+20J

On déduit les descriptions des points composés:

0l = OA+ OB Ol OA+0OB
- 2
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—_— —
_ 0C+0D .,
O0J = &322 0J = ©oc+oDb

N
Calculons le vecteur I.J. On a:

— — —
—-0OA—- OB+ OC+ OD
2

N
1J =

— —
Calculons le vecteur v AD + 9 BC. On a:
— — — — — —
’71AD+’)/QBC: —’)/1014—’)/203—{—’)/200—1—’)/1019

— — —
En prenant v; = 1 et 49 = 1, on obtient IJ = AD 4+ BC. Dongc, les 3
droites (AD), (IJ) et (BC) sont paralleles & un méme plan.

Exercice 1.6.3

Soient ABCD et A1B1C1D1 deux parallélogrammes et I, J, K, L les milieux respectifs des bipoints AA1,
BBl, CCl et DDl.

Montrer que la figure IJK L est un parallélogramme.

Solution:
Les points purs choisis sont A, B, C, A1, By, C;.
Les points composés sont D, D1,1,J, K, L. Points purs
On a les découpages successifs: A, B,C, A1, B,Ch
— — — — — — —
0 = AB- DC = —0A+ OB—-0C+ OD
— —_— —
0 = AiBi1— D¢y = —-0A1+ OBy — 0C1+ OD;
— — — — — —
0 = Al — ITA = —0A—- OA1+201
— — — — — —
0 = BJ—-JB = —-—0B—-0B1+20J
— — — — — —
0 = CK- KO = —0C - 0C1+20K
— — — — s —
0 = DL- LD, = —-0D—- 0D +20L

On déduit les descriptions des points composés:

— — — — — — — —
OD = OA—- OB+ OC OD = OA- OB+ OC
ODy = OA; - OBy + 0OC} OD; = OA, — OB, + OC}
=3 OA+OA, N
oI = 72 . O_f _ OA+20A1
7 _ OB+OB;
0J 2 0 — OB+ 0B;
- 2
Ok — O_C:JEO—C{
0K — (7]’450771
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O

N

—  —
— OB+ OC+ OAy— OB; + OC;

S
© 2

—_— == —
_ OA-0B+0OC
OL = .

N + OA1*O231+ 0OCq
Calculons le vecteur I.J. On a:

— — — —
—0OA+ OB - OA1+ OBy

— — —
IJ = OJ—- 01 = 5
—
Calculons le vecteur LK. On a:
— — — —

donc la figure IJK L est un parallélogramme.

Exercice 1.6.4
Soit ABC' un triangle et I le milieu de BC. on désigne par P et R deux points tels que:

— — — —
AB + AC = AP + AR

Nature du quadrilatéere BPCR. Montrer que I est le milieu de PR.

Solution:
Le choix des points purs n’est pas immédiat. Nous procédons comme in-
diqué dans la section 1.4. Les équations vectorielles sont:

— — — — —
{ 0 = AB+ AC — AP — AR
— —

—
0 I-1IC

Ss

d’ou le systeme

— — — — —
OB+ 0OC—-0OP—-—OR = 0
— — — —
20l - OB - 0C 0
La résolution de ce systeme linéaire donne
~F _ OB+0C ~F _ OB+0C
Ol = €55 Ol = €55
et
— — — — — — — —
OP = OB+ 0OC - OR OP = OB+ OC - OR
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— — —_— —
les inconnues étant OI et OP, les parametres étant OB, OC, OR.
Les points purs sont donc B, C, R.
Les points composés sont I, P. Points purs
Calculons B,C.R
— — — — —
BP = 0OP—- OB=0C- OR
et
s — —
RC = 0OC - OR
La figure BPCR est donc un parallélogramme.
Soit J le milieu de PR. On a directement:
— — — — — —
0J — OP+ OR OB+ OC—- OR+ OR
B 2 B 2

—

N
donc OI = OJ, soit I = J.

Exercice 1.6.5

Soit ABC'D un tétraédre, o, B des réels. Soient E, F,G, H des points vérifiant les relations

— — —
aAB+ AF - CFE
— —

EFF —-2FEH

— — —
GA+ HD+2HE
— — —
~BE+B8GC+ HF

Préciser les valeurs de « et 3 de telle sorte que la droite (AH) soit paralléle a la droite (EG).

ololol el

Solution:

Les points purs choisis sont A, B, C, D.
Les points composés sont F, E, G, H.
On a les découpages successifs:

Points purs
A B,C,D

— — — — — — — — —
0 = aAB+ AF - CE = (-1-a)OA+aOB+ OC — OF + OF
— — — — — —
0 = EF—-2FEH = OF+ OF —20H
— — — — — — — — —
0 = GA+ HD+2HE = OA+ OD+20E—- OG—-30
— — — — — — — — — —
0 = -BE+BGC+ HF = OB+pB0C—- OE+ OF -30G - OH
On déduit les descriptions des points composés:
— — — —
o0 — (1420)OA+ (1 -20)OB+(-2+38)0OC — OD
B -1+p
o0 — (142a) OA+(1—20) OB
— — — — - —14+5
— (-1—a—-apf)OA+ (-1+a+aB)OB+ OC+ 0D (—248)OC— 0D
OH = L
-1+
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— — — — —
57 _ (-3—3a+8—aB)OA+(-2+3a+0aB) OB + (3—#)OC +230D OF = Cl-e-an)Od
= —it
2(-=1+0) n (—1+a+apB) OB
— — — — —1+4
57 _ (-1—a—3-30)OA+ (=2+a+308)OB + (1+ ) OC +280D , G04soD
2-1+5) 7 ( :«f?i )OA+
OF = =17
S (=1-a—p—-3ap) OA+--
OF = 2(1t0)

—
Calculons le vecteur AH. On a:

—  (~a—fB-aB)OA+(-1+a+aB)OB+ OC + BOD
AH = i

Cas B # 1:

R
Calculons le vecteur EG. On a:

— — — —_—
el B3+ 5a+ 6 +3aB)0OA+ (4 —5a —3aB)OB + (-5+ 3)OC + (-2 —28) OD
B 2(-1+p)
Les droites sont paralleles lorsque les coefficients sont proportionnels:
—a—fF—-af  —l+a+af 1 08

3150+06+308 4—-5a—-3a8 —5+8 —2-23

Le systeme
1B
~-5+3 -2-283

implique 8 =1 ou 8 = 2.
Pour 8 =1, on obtient
—-1-2a —-1+42«a

4+8x¢  4-—8a

donc n’importe quel @ € R convient et la droite (AH) soit parallele a la
droite (EG). La valeur commune des 4 fractions est alors _Tl.

Pour 8 = 2, on obtient
—2—-3a —-1+4+3«

5+1la  4-—1la

donc o = % La valeur commune des 4 fractions est alors %1
Pour a = 3, 3 = 2, la droite (AH) soit parallele & la droite (EG).
Cas 0 =1:

Les points purs choisis sont A, B,C, E.
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Les points composés sont F, H, G, D. Points purs
On a les découpages successifs: A B,CFE

—_ s = = —

— — — —
0 = aAB+ AF—CE = (-1—-a)OA+aOB+ OC - OE+ O
— — — — — —
0 = EF—-2FH = OE+ OF —20H
— — — — — — — — —
0 = GA+ HD+2HE = OA+ OD+20FE - OG—-30H
— — — — — — — — — —
0 = -BE+GC+ HF = OB+ OC—- OF+ OF — OG- OH
On déduit les descriptions des points composés:

—

OF = (1+a)0OA—aOB— OC + OF

— — —
OF = 14 a)OA—-aOB
— —
O — (+2)0i-a 02_1’37 OC+20E —0C+ OF
SN o —>_a —>_ — —
~2 _ (14+a) OA+(2—a) OB+ OC—20F OH = 1teo4 33 OCt208
OG = 5
OC — (+a) OA+(2—a) OB+ OC—20FE
—_— — — — - 2
OD = (14+2a)OA+(1—-2a)OB— O
— —
OD = (1+2a)0A
— —
N +(1-2a)OB — OC
Calculons le vecteur AH. On a:
— — —
— (-1+a)OA—-—aOB - OC+20F
AH =
2
—
Calculons le vecteur EG. On a:
— — — —
—, (1+a)OA+(2—a)OB+ OC —40FE

EG =

2

Ainsi, lorsque 5 = 1, la droite (AH) n’est jamais parallele a la droite (EG)
quelque soit a € R..
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CHAPITRE

2

Introduction au barycentre

Nous illustrons ce chapitre par des exercices qui évitent volontairement les questions d’intersections

(traitées dans les chapitres ultérieurs).

2.1 Barycentres dans le plan

La géométrie vectorielle par I'informatique

Exercice 2.1.1

— — —_—
aAB+ (AC = AA
— — —_—
B6BA+aBC = BB
— — —
aCA+(8CB = CCy
Montrer que le centre de gravité du triangle A1 B1Cq est G.

Soit ABC' un triangle de centre de gravité G et Ay, By, C1 les points définis par les égalités

Solution:

Les points purs choisis sont A, B, C.

Nous désignons par G; le centre de gravité du triangle A1 B1C;.
Les points composés sont A1, B1,Cq,G1,G.

On a les découpages successifs:

— —_ — — B — —
0 = GA+ GB+ GC = OA+ OB+ OC —-30G

— — N — — —  —
0 = aAB+PBAC — AA = (1-a—-0)0OA+aOB+0C - OA
— — — — — — —  —
0 = pBBA+aBC—- BB; :ﬁOA+(1—a—ﬁ)OB+OéOC—OBl
— — —  — — — —s —
0 =aCA+p3CB—-CCy :CMOA+BOB+(1*(X*§)OC*OC'1
_

0 = G1B1+ Gi1C1+ G1A; = —-30G1+ OB+ 0OCy+ OA;

On déduit les descriptions des points composés:

—_— — — —
OA; = 1—a—-pB)OA+aOB+ 50C

—

OB) = BOA+(1—a—B)OB +a0C

Jean-Paul Jurzak

s
OA;

Points purs

A,B,C
= (1—a—ﬁ)0—1)4
— ——
+a OB+ 30C
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— — —
OB, = BOA+0a0C
+(1—a—-p)OB
— — — —
OC; = aOA+BOB+(1-a-p)0OC
—_— —
OCi = aOA+30B
A OA+0OB+0C +(1—a—-pB3)0C
oG = +3B+
- _— = — e o O—1>4+O.B)+O.C)'
OG1 — OA—i—OSB—l-OC oOG = B S

Il résulte que G = Gy, donc les triangles ABC et du triangle A;B;C; ont
méme centre de gravité.

Exercice 2.1.2
Soit ABC' un triangle de centre de gravité G. Soient a1, as, (51, B2, 71,72 des réels et

G1 = barycentre des points pondérés (A, a1), (B, az2), (C,1 — a1 — a2)
Go = barycentre des points pondérés (A, 1), (B, [2),(C,1 — (1 — [2)
G3 = barycentre des points pondérés (A,v1), (B,¥2), (C,1 —~y1 — ¥2)

B
B

Déterminer une condition nécessaire et suffisante (portant sur les réels an, oz, B1, B2, 71,72) pour que le
barycentre du triangle G1G2G3 soit le point G.

Solution:

Soit H le centre de gravité du triangle G, G2, Gjs.

Les points purs choisis sont A, B, C.

Les points composés sont G, G1,Gs, Gs, H. Points purs
On a les découpages successifs: A B,C

— — — — — — — —
0 = GA+ GB+ GC = OA+ OB+ OC —30G
0 = HG,+ HGy+ HGs = OG, + OGy+ OGs —30H

— — — — — —
0 = a1 G1A4+a2 G1B+(1—a1—a) G1C = —OG1+a; OA+a; OB+(1—a;—az) OC
— e — —_— —_— — — —
0 = b1 GA+52 GoB+(1-31—02) GoC = 1 OA— OGa+P32 OB+(1-p1—F2) OC
— e P e — — —
0 =m G3A+s GgB—{—(l—’)q—’}/g) GsC =m OA—I—’}/Q OB— OG3—|—(1—’}/1—’72) ocC
On déduit les descriptions des points composés:
Ve OA+ OB+ 0C Ve OA+ OB+ 0C
0G = % 0G = %
— — —
0G, 20410—1>4+0420_B>+(1—a1—a2)0—d 0G, :OQOA—’_%OB
+(1—a; —a2) OC
— — — —
0Gy = $10A+ (3,0B+ (1 — (1 — (2)0OC

— — —
OGy = (4 OA—I—ﬂi)OB
+(1 = p1 — f2) OC
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— — — —
0G3 = 110A+ % OB+ (1 —v —7)0C
O—[_i _ (atBitm) 07§(a2+ﬁ2+72) OB

+ B—a1—az—B1—P2—71—72) ocC
3

L’égalité G = H équivaut a I'égalité des coefficients intervenant dans

soit

ap+Bi+n=a+ft+r=3-a—a— B

condition qui équivaut (en prenant la moyenne des 3 coefficients) a

ar+ B+ =0+ F+r=1

2.2 Barycentres dans ’espace

La géométrie vectorielle par I'informatique

—fo—m —

— —_— —
0G; = ’leA—F’Y_Q)OB
+(1 =y —2) OC
=7 _ (oa+Bi+v1)O0A
s
(a2+B2+v2) OB

+ a9 23'}’2

+ (B—a1—a2—B1—F2—y1—2) ocC
3

—
OH,

Exercice 2.2.1

Démontrer que

—_— = ——
Ih+ JJh+ KKy =

Soit un tétraedre ABCD. On désigne par I le milieu de AB, J le milieu de AC, K le milieu de AD,
Iile milieu de CD, Jy le milieuw de DB, Ky le milieu de BC, G le centre de gravité du tétracdre.

294G

Solution:

Les points purs choisis sont A, B, C, D.

Les points composés sont G, I, J, K, I, J1, K;.
On a les découpages successifs:

0 - GA+GB+ GG+ GD —

On déduit les descriptions des points composés:

_— — T —
OC: — OA+0B+0C+0D
0G = :
— —_— —
_ OA+0B
Ol = o4
0J — 0A+oc

2

Jean-Paul Jurzak

— — — — — —
0 = AI-1IB = —-0A—- 0OB+20I
— — — —_—  — —
0 = AJ-JC = —0A—-0C+20J
— —_— — —_—  —

0 = AK—- KD = —-0A—- 0OD+20K
— — — — — —
0 = ChL-1LD = —-0C-0D+20I
— s — — —
0 = DJl— JlB = —OB OD—|—2OJ1
_

0 = BK1 ch = —OB OC+20K1

Points purs

OA+ OB + OC + OD — 40G

A,B,C,D
—
OA+OB+0C+0D
0G = :
O] — OA+OB




Chapitre 2 Introduction au barycentre La géométrie vectorielle par I'informatique

OK = (TZH—O—D)
- 2 OK _ (ﬂ)—&-O—D)
— 50,08 — 50100
oL = &5 oL = &5
—_— —
~7 _ OB+OD — —
OJ; = 5 OJ, = OB—gOD
—
_ OB+OC
0K, = 2 OK{ _ O0B+OC
= )

—
Calculons le vecteur 2 AG. On a:

— —_— — —
—-30A+ OB+ OC+ OD
2

—
2AG =

— R — ——
Calculons le vecteur Il1 + JJ; + KK;. On a:

— — — —
-30A+ OB+ OC+ OD

— B —
IL+ JJ+ KK, = :

On a ainsi
—

— — —
2AG = L1+ JJ1+ KK

Exercice 2.2.2

Soit ABCD un tétraédre de centre de gravité G. On désigne par E,F des points tels que l’on ait
— — — — ) ) .

2AF = AB et 3ED = EC. Déterminer le point H de l’espace de telle sorte que le centre de gravité

du tétraédre AEFH soit le point G.

Solution:
La liste des équations vectorielles est

— —
—AB+2AF =
— —
—FEC+3ED =
— — — —
GA+ GB+ GC+ GD =
— — — —
GA+ GE+ GF + GH

ololelal

d’ou les découpages successifs:

— —_— —
—0OA—- OB+20F

— — —
—-0C+30D—-20F =
— — — — —
OA+ OB+ OC+ OD —-40G
— — — — —
OA+ OE+ OF —40G + OH

=IR=lR=1g=1}

La résolution de ce systeme linéaire implique

= S5 =
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—_— =
_ -—0C+30D
OE = =9¢

—

oG =

—_— = = —
OA+0OB+0OC+0OD
4

—
OH =

—_— = — —
—OA+0B+30C-0D
2

Les points purs choisis sont donc A, B, C, D.
Les points composés sont F, FE,G, H.
Ceci définit la description du point H.

La géométrie vectorielle par I'informatique

N —_— —

_ —0OC+30D
OF = =57

—

_ OA+OB+0C+0D
oG = :

5 —_— — —_— =
_ —OA+0B+30C—-0D
OH = -

Points purs
A B,C,D

Exercice 2.2.3

tétraedre A'B'C'D’ est le point G.

Soit ABCD un tétraédre, G son centre de gravité. On considére les tétraédres ABCG, ABGD, AGCD,
GBCD et soient D', C', B, A" leurs centres de gravités respectifs. Montrer que le centre de gravité du

Solution:
Les points purs choisis sont A, B, C, D.
Le point G est composé.
On a le découpage:

0 =

On déduit la description du point composé:

= —
_ OA+0B+0OC+0OD
0G = t

Les points purs choisis sont A, B, C, D.
Les points composés sont D', C’, B’, A’.
On a les découpages successifs:

= D'A+ D'B+ D'C+ DG
= C'A+ C'B+ C'D+ C'G

2l 2l 8l
+ o+ 4
SN
+ + o+

= B'A+ B'C+ B'D+ BG
= AB+ AC+ AAD+ AG

—
0
—
0
—
0
—
O —

RSS!

+ 4

Points purs
A, B,C,D

— — — — — — — — —
GA+ GB+ GC+ GD = OA+ OB+ OC+ OD -40G

—

_ OA+0B+0C+0OD
0G = t

Points purs

A,B,C,D
—_ —
OG — 40D’
- —_—
OG —40C'
— —

OD + OG —40B’

Tenant compte des points composés précédents, on déduit:

— — — — S
OB+ OC + OD + OG — 404’

— — — — —_—
50A4+50B+50C+ OD —160D’

— — — — —
50A+50B+ OC+50D —160C’

- —

+ OB+50C+50D —-160B'

0 = DA+ DB+ D'C+ DG = 0

_

0 = C'A+C'B+C'D+ C'G = 1
55e — —

0 = BA+ BC+ BD+ BG =

Jean-Paul Jurzak
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— — — — —
T - AB+ AC+ AD+ AT(); _ 0OA+50B+50C+50D—-160A
B B 4
On déduit les descriptions des points composés:
_ 504+50B+50C+0D
oD = 6
¢ _ 50A+50B+0C+50D
oC' = + 12 +
=Y 50A+ OB+50C+50D
OB = 504+0B+50C+
DA/ _ OA+50B+50C+50D
0A" = 16
Les points purs choisis sont A, B, C, D.
Le point GG est composé.
On a le découpage:
Y 7 7 7 7 i 7 7 7 7
0 = G4 D'+GC+GiB+G1A = —40G1+ 0D+ 0C"+ OB+ OA

Tenant compte des points composés précédents, on déduit:

— s

— S | —
0 = Gﬂy4’GﬁT+’Gﬂy+’Gp4 = 0OA+ OB+ OC+ OD —-40G,

On déduit la description du point composé:

N —_— — = —
OGlZZ OA+OBZOC+OD

Il résulte que G; = G.

La géométrie vectorielle par I'informatique

oD — 50A+50B+50C+ 0D
= 16
RN — —_— — —
7 _ 50A+50B+0C+50D
oc’ = 16
OB — 50A+0B+50C+50D
= 16
OA/ — OA+50B+50C+50D
= 16
Points purs
A, B,C,D
N —_— —  —
OG13: OA+OBZOC+OD

Exercice 2.2.4

formule GG = iC—?_I>

Soit ABCD un tétraédre, G son centre de gravité et I un point quelconque de l’espace. On considére les
tétraédres ABCI, ABID, AICD, IBCD et soient D', C', B', A’ leurs centres de gravités respectifs. Soit
G1 le centre de gravité du tétraeédre A’B'C'D’. Montrer que les points G, G4, I sont alignés et justifier la

Solution:

Les points purs choisis sont A, B,C, D, I.
Le point G est composé.

On a le découpage:

— — — — — — — — — —
0 = GA+ GB+ GC+ GD = OA+ OB+ OC+ OD —-40G
On déduit la description du point composé:

e —
i _ OA+0OB+0C+0D
OG = B

Jean-Paul Jurzak
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Points purs
A B,C,D, I

e
OA+ 0B+ 0C+0D
4
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Introduction au barycentre

Les points composés sont D', C’, B’, A’.

On a les découpages successifs:

La géométrie vectorielle par I'informatique

|

— —_— — — — —
0 = DDA+ D'B+ D'C+ D'I = OA+ OB+ OC+ O —40D'
Ny / / / s AL AR L AR L AT PRy
0 = CA+CB+C'D+C'I = OA+ OB+ OD+ O —40C
— n 7 7 —/> — — — — —;
0 = BA+ B'C+ BD+ BI = OA+ OC+ OD+ OI —40B
— — — — — — —_—
0 = AB+ AC+ AD+ AT = OB+ OC+ OD+ OI —40A
On déduit les descriptions des points composés:
7 OA+OB+0C+ 01
OD = OA+0B+0C+
A _ OA+OB+0D+01
oC' = + I +
AR/ _ OA+0OC+0OD+0I1
OB = 0A+0C+0D+
A A/ _ OB+0C+0D+0I
OA = + 4+ +
Les points purs choisis sont A, B,C, D, I.
Le point G est composé.
On a le découpage:
Y 7 7 7 7 Vel 7 7 7 7
0 = G1D'+ G1C'+ G1B'+ G1A" = —40G1+ 0D+ 0C'+ OB+ OA

Tenant compte des points composés précédents, on déduit:

0 = 4 D'+CC+ G B+ G A =

B — —_ — —
! _ OA+OB+0OC+0I

oD = .

_ —_— = = —
1 _ OA+O0OB+0D+0I

oC’ = £

_ —_— = = —

OB = 04+0C+0D+0I

N _— = = —
1 _ OB4+0C+0D+01

0A = :

Points purs
A B,C,D,I

— — — — — —
30A+30B+30C+30D —-160G;1+401

On déduit la description du point composé:

0G, =

|

— — — —_—
3O0A+30B+30C+30D+401

16

—_— =
En prenant O = G et en utilisant GA+ GB+ GC+ GD =

la formule demandée.

Jean-Paul Jurzak
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H .
0 , on obtient

30A4+30B
0Gy = ST

— — —
30C+30D+401
+ 16
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CHAPITRE

3

Intersections de droites dans le plan

Ce chapitre joue un role important car il permet de déterminer des points composés pour lequels il
n’existe pas a priori de relation vectorielle qui leur est associée. Pour de tels exercices, la progression se
réalise par étapes successives et reflete ’élaboration progressive du dessin géométrique correspondant.
Il n’est donc plus question d’écrire un systeme tres général d’équations vectorielles invoquant tous les
points de I’exercice et d’obtenir la description totale des points composés. Pour plus de clarté dans la
rédaction de la solution des exercices, on précise assez fréquemment la partie du dessin analysée par une
indication du type Dessin = {A, B, ...} qui énumere la liste progressive des points observés.

3.1 Intersections de deux droites

Jusqu’a présent, les points composés rencontrés étaient directement associés a une relation vectorielle
explicite: le découpage automatique était donc mis en oeuvre instantanément et amenait ainsi la formule
descriptive de ce point composé.
Considérons une phrase du type:
”Soit I le point d’intersection de la droite (AB) et de la droite (C'D)”

dans laquelle I est un point composé dont nous souhaitons obtenir la formule descriptive en fonction
des points purs.

— — — —
Les vecteurs Al et BI sont colinéaires, mais le coefficient « intervenant dans ’égalité Al = a BI est
inconnu. Nous procédons alors comme suit:

— — —
e De la formule Al = « BI, nous déduisons une premiere expression de OI en fonction des points
purs.

— —
e Comme on a, de la méme fagon, CI = DI (le coefficient 5 étant inconnu), nous déduisons une
—
seconde expression de OI en fonction des points purs.

—
e Les deux expressions obtenues pour O[ doivent étre identiques. En égalant les coefficients respectifs
des deux expressions, nous obtenons un systeme d’équations linéaires d’inconnues (a, 3).

e Nous résolvons ce systeme d’équations linéaires (il suffit d’obtenir la valeur de 1'une des deux

—

inconnues («, 3)). En reportant cette valeur dans I'une des expressions vectorielles relative a OI,
nous obtenons la formule descriptive relative au point I en fonction des points purs.

Dans ce chapitre, nous mettons en oeuvre cette démarche qui convient pour beaucoup d’exercices. On
notera que le nombre de points purs doit étre limité a 3 pour de tels exercices du plan.
Pour des situations faisant intervenir au moins 4 points purs, nous renvoyons a ’exercice 3.3.1.

Jean-Paul Jurzak Page 26



Chapitre 3  Intersections de droites dans le plan La géométrie vectorielle par I'informatique

On notera que:

Test vérificateur de (a, [3)

Le systeme d'équations linéaires mentionné comporte toujours une
équation qui est combinaison liéaire des autres (la somme des coeffi-
cients intervenant dans chaque ol ayant pour valeur 1).

Ainsi, on résoudra le systeme linéaire en omettant une équation et les
valeurs de (a, 3) ainsi obtenues seront testées dans I'équation restante

3.2 Exemples

Exercice 3.2.1

Soit ABC' wun triangle, F' le milieu de AB et D un point de la droite (BC') vérifiant BD = 4B—C>'. On

— —
désigne par E le point de la droite (AD) tel que l'on ait AE =3 AD.

Soit K le point d’intersection de la droite (EF') avec la droite (BC'), I le point d’intersection de la droite
(AK) avec la droite (CF), J le point d’intersection de la droite (AB) avec la droite (DI).

— —
Déterminer le réel k tel que l'on ait AJ = k AB.

Solution:

Dessin = {A,B,C, D, F}

Les points purs choisis sont A, B, C.
Les points composés sont D, F'.

On a les découpages successifs:

— — — — — —
0 = -4BC+ BD = 30B—-40C+ OD
— — — — —_— —
0 = AF— FB = —0OA—- OB+20F

On déduit les descriptions des points composés:

— — —
OD = -30B+40C

—_— —
_ OA+ OB
OF = 044

Dessin = {A,B,C,D, F,E}
Le point E est composé.
On a le découpage:

— — — — — —
0 = -3AD+ AFE = 20A—-30D + OF

Tenant compte des points composés précédents, on déduit:
— — — — — — —
0 = -3AD+ AF = 20A+90B—-120C + OF
On déduit la description du point composé:

OF = —204—-90B +120C

Jean-Paul Jurzak

Points purs

A, B, C
— — —
OD = -30B+40C
A7 _ OA+OB
OF = 04t
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Dessin = {A,B,C,D,F,E, K} OE = 204 -90B
Détermination du point K: +120C

Le point K est composé.

Comme K € (EF), on a, en choisissant les inconnues jiq

O—I>f = /LlO—E)—I—(l—ul)(ﬁ>1

On déduit:

— — —
O—]—% . (1—5#1) A—I—(l —19/11)03-1—24/“ ocC
N 2

ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, C

1- 5/1,1 1-— 19#1

12
92 92 ) M1

Comme K € (BC), on a, en choisissant les inconnues 14
— — —
OK = lllOB—I—(l—lll)OC
ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, C
07 v, 1—1

La résolution du systeme linéaire d’inconnues p1,v1; donne

On déduit que:

A7 _ —TOB+120C N7 _ —TOB+120C
OK = === OK = ===~
Dessin = {A,B,C,D,F,E,K, I}
Détermination du point I:
Le point I est composé.
Comme I € (AK), on a, en choisissant les inconnues

— — —
OI = pOA+ (1 — ) OK
On déduit:

— —_— —
5pu1 OA + (=7 + 7u1) OB + (12 — 1211) OC

O] —
N 5

ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, C

T(=14pm) —12(=1+4m)
5 5

M1,
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Comme I € (CF), on a, en choisissant les inconnues v;
—

CTj = V1(TC>'+(1—V1)OF

On déduit:

—

(1-11)OA+ (1 —11) OB + 214 OC
2

—_
ol =
ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, C

1—1/1 1—1/1
2 7 2 7

4
La résolution du systeme linéaire d’inconnues p1, v, donne
pr = - v = —6

On déduit que:

— — —
TOA+70B-120C
o1 = )

Dessin = {A,B,C,D,F,E,K,I,J}

Détermination du point J:

Le point J est composé.

Comme J € (DI), on a, en choisissant les inconnues

— — —
oJ = ,U,lOD—i-(l—,u,l)OI

On déduit:

— — —
07 — (7T—Tu) OA+ (7 —13u1) OB + (—12 + 20u1) OC

2

ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, C

“T(=1+m) 7T-13m 5
2 ’ 2 ’

(=34 5u1)
Comme J € (AB), on a, en choisissant les inconnues v
— — —
OJ = 11OA+(1—1v1)0OB
ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, C
v, 1-— v, 0

La résolution du systeme linéaire d’inconnues p1,v; donne

_3 _7
,u1—5 1—5

On déduit que:

Jean-Paul Jurzak
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_ T7T0OA+70B-120C
ol = )
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|
|
|
|
|

7T0A-208B O—> 704
5

.
<

J — =
En prenant O = A, on déduit AJ = L;lB.

Exercice 3.2.2

Soient A, B,C, D des points quelconques. Démontrer qu’il existe un point M de la droite (AB) et un
point N de la droite (CE) tel que les droites (M N) et (EA) soient paralléles, quelques soient les points
A, B,C,D.

Solution:
Les points purs choisis sont A, B,C, D, E.
Les points composés sont M, N. Points purs
On a les découpages successifs: A B,C, D, E
—> — — — — —
0 = —aAB+ AM = (-14+a)OA—aOB+ OM
— — — — — —
0 = —-08CE+ EN = pOC+ (-1—-p03)OF+ ON
On déduit les descriptions des points composés:
— — — — — —
OM = 1-a)OA+aOB OM = 1-a)OA+aOB
— — —
ON = —OC+(1+p)OF ON = —BOC + (1+ B)OE

—_—
Calculons le vecteur M N. On a:
—— — — — —
MN = (-14a)OA—-aOB—-30C+ (1+3)OF
—
Calculons le vecteur FA. On a:
— — —
EFA = OA- OF
—_— —
Les vecteurs M N et EA doivent étre colinéaires quelques soient les points
A, B,C,D. On déduit « =0 et §=0. On a ainsi

— —
MN = —FEA

Exercice 3.2.3
Soit ABC' un triangle et aq, as, 01, B2,7v1,7v2 des réels. On pose

G1 = barycentre des points pondérés (A, a1), (B,as2), (C,1 — a1 — ag)
Go = barycentre des points pondérés (A, (1), (B, B2), (C,1 — 1 — [(2)
Gs3 = barycentre des points pondérés (A,v1), (B,72), (C,1 —y1 — ¥2)

Déterminer une condition nécessaire et suffisante (portant sur les réels ay, e, b1, B2,V1,72) pour que les
points G1,Go, G3 soient sur une méme droite.
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Solution:
Les points purs choisis sont A, B, C.
Les points composés sont G1, G2, G3. Points purs
On a les découpages successifs: A, B, C
— — — — — —
0 = a1 G1A+as GlB‘i’(l—Oél—OéQ) G1C = —0G1+a1 OA+as OB+(1—O£1—O¢2) ocC
— — — — —_— — — —
0 = /1 G2A+B2 GaB+(1-51—2) GoC = 1 OA— OGa+p2 OB+(1-1—32) OC
— — — e — — —
0 = 7 G3A+72 G3B+(1-71—72) G3C = 71 OA+72 OB— O0G3+(1—71—72) OC
—_— — —
On déduit les descriptions des points composés: OG1 = a1 OA+ g ( OB
N 1— oy —
0G4 :ala—kagO—B)-l—(l—oq—ozg)O—C)' +(1 -1 —a2) OC
0Gy = B0A+ 3,08
— — — — [N
OGz = 1OA+ 0B + (1 - 51— 32)OC +(1 = 61— B2) OC
N — — —
0G3 :’710—1)4+’}’20—B>+(1—’)/1—72)O—d OG3:’YIOA+£>OB

—
Calculons le vecteur G1G5. On a:
—_— — — —
G1G2 = (—a1 + 1) OA+ (—az + $2) OB + (a1 + ag — B1 — 32) OC
—
Calculons le vecteur G1Gs. On a:
— — — —
G1G3 = (—a1 +71) OA+ (—a2 +72) OB + (a1 + ag — 1 — 72) OC
Chacun de ces 2 vecteurs est indépendant de O, donc, en prenant O = C
— — —
G1Gy = (—C(l + ﬁl) CA+ (—Ckg + ﬂg) CB
— — —
G1Gs = (—a1+m)CA+ (—ag+72)CB
Ces 2 vecteurs sont colinéaires si et seulement si

—a1 + 3 _ T + o
—a1+M —a2 + 2

Exercice 3.2.4
On consideére un triangle ABC' et M un point de la médiane (AA1). Les droites (BM) et (AC') se coupent
en B et les droites (CM) et (AB) en C1. Démontrer que les droites (BC') et (B1C1) sont paralléles.

Solution:
Dessin = {A,B,C, A}
Les points purs choisis sont A, B, C.

Le point Ay est composé. Points purs
On a le découpage: A, B, C
— — —
0 = —AC+ BA; = 20A, — OB - OC

On déduit la description du point composé:
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Dessin = {A,B,C, A1, M}
Le point M est placé au hasard sur la droite (AA;), donc il existe k € R tel
— —_—
que l'on ait AM =k AA;. Le point M est composé.
On a le découpage successif:
— — — —
0 = —kOA1 + (-14+k)OA+ OM

Tenant compte des points composés précédents, on déduit:

(—2+2k)OA — kOB — kOC +20M

— — —
0 = —kAA + AM = 5
On déduit la description du point composé:
N — — — . N~ — —
OM — 20-k) OA+2k OB+kOC OM — 20-k) OA+2k OB+kOC

Dessin = {A,B,C, A1, M, B}

Détermination du point Bj:

Le point B est composé.

Comme Bj € (BM), on a, en choisissant les inconnues p

P o

—
0B, = 1 OB + (1 — /Ll) oM
On déduit:

— — —
1 pu—
2

ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, C

kE+2py —kpr k(1 — pr)

Comme B € (AC), on a, en choisissant les inconnues v
— — —
OBy = 11OA+ (1 — 1/1) ocC
ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, C,
Vi, 07 1- v

La résolution du systeme linéaire d’inconnues p1, v a pour solutions

—k 2(k—1)
[ VM = — 2
=97 M T TE2
On déduit que:
s _ —)_ —_— s _ —>_ —_—
0B, = 2 1)ko_,3 kOC 0B, = 2 l)kO_f; kOC
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La situation k& = 2 correspond au parallélisme strict des droites (AC) et
(ADM), situation exclue par 1’énoncé.

Dessin = {A, B, C, Al, M, Bl, 01}

Détermination du point C1:

Le point C] est composé.

Comme C € (CM), on a, en choisissant les inconnues pi

— —

—
oCy = 1 OC+ (1 — ,u,l) OM
On déduit:

— — —
O—C> _ (2—2}6‘—2//4—|—2]{3[L1)OA+]€(1—[Ll)OB+(k+2/L1—k,ul)OC
1 =
2

ce qui donne pour coeflicients successifs dans A, B, C,

E(1— )  k+2u — kuy
2 ’ 2

Comme C; € (AB), on a, en choisissant les inconnues v

—

— —

0C, = 1 OA+ (1 — I/l)OB

ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, C
v, 1- Vi, 0

La résolution du systeme linéaire d’inconnues u1,v; donne

. —k 2(k—1)
=57 M7 T2
On déduit que:
= 2(k—1) OA—k OB ~~ 2(k—1) OA—k OB
0C, = ( )—2+k 0C; = ( )—2+k

—
Calculons le vecteur BC'. On a:

— — —
BC = —0OB+ OC
-
Calculons le vecteur B1C. On a:
kOB + kOC
SN _
B.Cp =
101 ok
On a ainsi
—_— k —
B1C; = —— BC
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Exercice 3.2.5

—

Soient 4 points distincts A, B,C, D du plan. Un point E situé sur la droite (AB) vérifie AE =
un point F' situé sur la droite (CD) vérifie CF = 3 CD.

Soit G Uintersection de la droite (AB) et de la droite (CD). On suppose que G satisfait auzx conditions
BG = BF et EG = 2 EC. Préciser la position du point K € (AB) N (DG).

1
1 4B,

Solution:
Dessin = {A,B,C,D,E,F,G}
La liste d’équations vectorielles est

1B — —
5 AB+ AE = 0
A== — —
L5 — —
= — —
5 EC + EG 0
On a les découpages successifs:
~OA-0OB+20E _ |
2 =
—20C—0D+30F 0t
3
—30B-0F+40G _
& =
—20C-0E+30C _ 7
- =

On déduit les descriptions des points composés:

— — — —
OD = 20A-7T0B+60C

5 —_— —

&

I
o
hS
+
o
®

_— — —
_ OA+0B+40C
OG = 5

Les points purs sont A, B, C.

Les points composés sont D, E, F. G.
Dessin = {A,B,C,D,E,F,G,K}
Détermination du point K :

Le point K est composé.

Comme K € (AB), on a, en choisissant les inconnues

— — —
OK = ;yOA+(1—pu)OB
ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, C'

pi, 1—p1, O

Jean-Paul Jurzak

_ OA+0B+40C
OG = 04+0B+s0C

Points purs
A B,C
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Comme K € (DG), on a, en choisissant les inconnues v

—

—
OK = lllOD—I—(l—l/l)OG

On déduit:
— — —
OR — (14 11v1) OA+ (1 —43v1) OB + (4 + 32v1) OC

6

ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, C'

1+ 11g 1—431n 2(1 + 81/1)
6 ’ 6 ’ 3

La résolution du systeme linéaire d’inconnues u1,v; donne

-1 -1
= —_— 1% = —_—
FU="96 " 7 78

On déduit que:

—_ —_— — N N —
_ —0OA+4+170B _ —0OA+4+170B
OK = I OK = 16

Exercice 3.2.6

Soit un triangle ABC' et une droite (A) qui coupe les cotés (BC), (CA) et (BA) respectivement en Aj,
By et C1. Soient As, Bs, Cy les symétriques de Ay, By, C1 par rapport au milieu du coté du triangle
ABC sur lequel se trouve respectivement chaque point précité (on a Ay € (BC), By € (AC), Cy € (AB)).
Montrer que les points As, By, Cy sont alignés.

Solution:

La droite (A) s’idenfie & la droite By, C1, les points By et C7 étant placés
arbitrairement sur chacune des droites GA et GB.

Dessin = {A,B,C, By,C4}

Les points purs choisis sont A, B, C.

Les points composés sont By, C. Points purs
On a les découpages successifs: A B,C
— — — — — —
0 = aAC— AB; = (1-a)OA+a0OC - OB,
— — —_— — — —
0 = BAB—- AC; = (1-p8)0OA+ 0B — OCy
avec « et 3 constantes arbitraires.
On déduit les descriptions des points composés:
— — — — —
OB = (1—a)OA+aOC OB, = (1-—a)OA+«
— — —
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Dessin = {A,B,C, B1,C4, A1}

Détermination du point Ay :

Le point A; est composé.

Comme A; € (BC), on a, en choisissant 'inconnue jq

— — —
OA1 = U1 OB -+ (1 - ,U1) OC
ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, C

07 M1, 1- M1

Comme A; € (B1C1), on a, en choisissant 'inconnue v

—
OA; = 11 OBy + (1 — 1/1) oy
On déduit:
— — — —
OAy = (1 - B+ Br1 —ar) OA+ (B — prv1) OB + avy OC
ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, C'

1—p+pv —avy, —B(-1+v1), an

La résolution du systeme linéaire d’inconnues p1,v; donne

B - pBa P —-1+0
H1 = 3—a 1= 3—a
On déduit que:
OA, = (676a)03ﬁ+7(;a+ﬂa)00 OA, — (ﬁfﬁa)OB+7(;a+ﬁa)OC

Soient I, J, K les milieux respectifs de [B, C], [4, C], [A, B].
Dessin = {A,B,C,By,Cy,A1,1,J,K}

Les points I, J, K sont composés.

On a les découpages successifs:

— — — — — —
0 = BI-1IC = —-0B-0C+20I
— — — — — —
0 = AJ—-JC = —-0A-0C+20J
— —_— — —_— — —
0 = AK—-— KB = —-0OA—- OB+20K

On déduit les descriptions des points composés:

—_ —_— = N — s —
_ OB+OC _ O0B+OC
Ol = 5 Ol = 5
—_— —
N7 _ OA+oC — ey iieTe
oJ = 5 OJ — OA+oC
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A . OA+OB

OK = :
Dessin = {A, B7 C, Bl, Cl, Al, I, J, K, AQ, BQ, 02}
Les points composés sont As, By, Cs.
On a les découpages successifs:

— —_ = — —  ——
0 = Al - 1A, = —0A1+201 — OAy
— P T — —_—
0 = ByJ— JBy = —-0B1+20J — OBy
— —_— — — _— —
0 = Ch1K— KCOy = —0C1+20K — 00y

Tenant compte des points composés précédents, on déduit:

OA, — (otpa) o;’B_z(ﬂ—ﬂa)o_(’:
—_— — —
OBy = aOA+ (1—a)OC
—_— —_— g
0Cy = BOA+(1-B)0B

—_—
Calculons le vecteur AsB;. On a:

1?32) _ </3a_0‘2)0—‘>4+(a_504)@+(a2—a)0_>

08—«
Calculons le vecteur ByCy. On a:
BoCo = (B—a)OA+(1—B)OB + (a—1)0C

On a ainsi
«

08—«

— _
AsBy = ByCs

La géométrie vectorielle par I'informatique

_ (~a+pa) OB+(8—fa) OC

B—a
= 040—1>4+(1—Oé)
= BOA+(1-p)

Exercice 3.2.7

— —
lUon ait AK =2 AB.

Soient 4 points distincts A, B,C, D du plan et E un point situé sur la droite (AB). Soient F' € (CD) tel
— 1 == . oo o — = — — i
que CF =5 CD et G € (AB)N(CD) qui satisfait les conditions BG = 3 BF et EG =2 EC. Soit K
le point d’intersection K € (AB) N (DG). Déterminer le réel av tel que AE = o AB de telle sorte que

Solution:

Dessin = {A,B,C,D,E,F,G}

Les points purs choisis sont A, B, C'.
Les points composés sont D, E, F, G.
On a les découpages successifs:

— — —
0 = —aAB+ AEF = (-14+a)OA—aOB
+

-1
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Chapitre 3  Intersections de droites dans le plan La géométrie vectorielle par I'informatique

1 20B — OF +30G
G- lppepa - 20B-0F+
— — — — — —
0 = 2EC+ EG = -20C+ OE + OG
— —
On déduit les descriptions des points composés: OD = (—6+6a) OA
—
oD 6+ 6a) OA + (—4 — 60) OB + 11 0C (4~ 6) OB
= (— 4 — —
(=6 + 6c) + ( Q) + 1110C
O—E>’ = (1 — Oé) 0—1)4 + « O—B) — — —
OF = (1-a)OA+aOB
OF = (—3+3a)OA+ (=2 —3a) OB + 60C OF — (—3+30)O0A
— —
+(-2-3a)OB+60C
— — — —
OG = (-1+a)OA—aOB+20
— —
Dessin = {A,B,C,D,E,F,G, K} 0G = (;1+a0)04
Détermination du point K : —a 0B +20C
Le point K est composé.
Comme K € (AB), on a, en choisissant les inconnues jiq
— — —
OK = ;yOA+(1—p1)OB
On déduit:
— — —
OK = ;yOA+(1—p1)OB
ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, C
H1, 1- M1, 0,
Comme K € (DG), on a, en choisissant les inconnues v
— — —
OK = 11 OD+(1-1)0G
On déduit:
— — — —
OK = (—1+a—>5v;+5ar) OA+ (—a—4v) —5ary) OB+ (24 911) OC
ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, C
(—14+a)(1+511), —a—4v; —bavy, 2+ 911
La résolution du systeme linéaire d’inconnues p1,v; donne
11—« S —2
Hr = 9 1=
On déduit que:
Ok — (0= OA+(8+a)OB Ok — (-9 OA+(8+a) OB

9

. . . - 8+QE " -
Donc, avec le choix O = A, il vient AK = *4=2. La condition AK =

—
2 AB implique SJFTO‘ = 2 soit a = 10.
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3.3 Au dela de 3 points purs

Exercice 3.3.1 N .
Soient 4 points distincts A, B,C,D du plan. Un point E situé sur la droite (AB) vérifie AE = % AB,
un point F situé sur la droite (CD) vérifie CF = % CD.

Proposer une étude du point G défini comme intersection de la droite (EC) et de la droite (F'B). Etudier
alors le point K € (AB) N (DG).

Solution:
Dessin = {A,B,C,D,E,F}
La liste d’équations vectorielles est:

1B — —
A 5R — —
On a les découpages successifs:
—OA—OB+20E 0t
— 2—) — B
—20C-OD+30F _ 7y
3

On déduit les descriptions des points composés:

~7 _ OA+O0B N7 _ OA+O0B
OF = 5 OF = >
AL _ 20C+0D . .,
OF = ==5—% OF — 200;013
Les points purs choisis sont A, B, C, D.
Les points composés sont F, F'. Points purs
A,B,C,D

Dessin = {A,B,C,D,E,F,G}

Détermination du point G:

Le point G est composé.

Comme G € (EC), on a, en choisissant les inconnues p;

—

0G = (1—1)0C + iy OF

On déduit:

— — —
w1 OA+ g OB+ (2 —2u1) OC
2

ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, C, D

—
oG =

moom

1-— 0
27 27 M,

Comme G € (FB), on a, en choisissant les inconnues v

—

0G = (1-11)OB + 1, OF
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On déduit:
— — —
3— 31/1) OB+ 211 0OC +v1OD
3
ce qui donne pour coeflicients successifs dans A, B, C, D

oc - |

21/1 1%
37 3

Le systeme linéaire d’inconnues u1,v1 qu’il est logique de résoudre est

07 1_V17

5~
B =1-n

- =2
0 -4

Ce systeme linéaire d’inconnues p1, 1 n’a pas de solutions: donc G n’existe
pas, ce qui semble absurde en observant le dessin plan. Ici, nous disposons
pour cet exercice plan de 4 points purs et il en résulte que 'une des équations
du systeme linéaire devient incompatible avec les autres équations. Nous
n’avons jamais traduit le fait que I'exercice a lieu dans un plan.

On pourrait contourner la difficulté en supprimant un point pur, D par
exemple et en imposant une relation du type

— — —_— —
dlDA+d2DB+(1—d1—d2)DA =0

des le début de 'exercice (d; et do désignent 2 constantes arbitraires). Ceci
est la démarche de I'utilisation de coordonnées barycentriques.

Nous ne 'utiliserons pas ici et préférons proposer une autre stratégie.
Dessin = {A,B,C,D,E,F,G}

En prenant O = G dans les équations vectorielles intervenant dans 1’étude
de D'intersection des droites (EC') et (F'B), nous générons une nouvelle liste
d’équations vectorielles, qui est:

= —
A== —
5 CD+ CF =
— — —
aGA+aGB+ (2—-2a)GC =
— — —_—
(3-38)GB+2GC+ B3GD

=IR=lR=1g=1}

On a les découpages successifs:

— — —
—OA—OB+20F
2

—20C—0D+30F

— — 3 —
aOA+aOB +(2—2a)0C —20G =

— — — —

(3-38)0OB +230C + 30D —30G

ololo] ol

Cette fois, la résolution de ce systeme d’équations linéaires ne débouche pas
sur une impasse. On déduit ainsi les descriptions des points composés:
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~2  aOA—2+a+280B+(2—2a) OC
OF = /0

N —_— —
_ OA+0OB
OF = =5

— — —
— 30 0A+ (—6+3a+68) 0B + (6 — 6a — 48) OC
0D = %

O—é _ on—z>4+aO—B>2+(272a)O—C>'
Les points purs sont dorénavant A, B, C'. La résolution du systeme linéaire a
diminué automatiquement le nombre de points purs possibles: cette diminu-
tion du nombre de points purs est donc compensée automatiquement par des
parametres « et 3.
Les points composés sont D, E, F., G.

Dessin = {A,B,C,D,E,F,G,K}

Détermination du point K :

Le point K est composé.

Comme K € (AB), on a, en choisissant les inconnues

— — —
OK = 1yOA+(1—u)OB

ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B,C

p, L—p1, 0

Comme K € (DG), on a, en choisissant les inconnues v;
— — —
OK = I/10D+(1 —Vl)OG

On déduit:

Py afB+3av—afBy OA
OK = (o8 - Br1) B
+ (aB—6v1+3av1+6Pvi —afri) OB
203 .
+ (28—2a8+6v1 —6av1 —66v1+2a0v1) OC

2p
ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, C

OF — o OA—2+0a+28 OB+(2—20a) OC
= 2

3a OA+(—6+3a+63) OB
0D = L
(6—6a—48) OC
L

A aO—>A+aO—B>+(272a)O_C:
0C = 5

Points purs
A B,C

af + 3avy — afry af — 6vy + 3avy + 68v1 — afry 0 — af + 3vy — 3av, — 30v1 + afy

23 20
La résolution du systeme linéaire d’inconnues u1,v; donne
—af —f+af
H1 = v =

3—-3a—38+ap  3-3a-38+ap
On déduit que:

~7  —aBOA+(3—30—3B+2083) OB
OK = 3—3a—-30+af
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CHAPITRE

4

Théoremes classiques du plan

Ce chapitre étudie des théoremes classiques du plan, notamment le théoréme de Menelaiis et le théoreme
de Ceva: nous poursuivons ainsi la méthode mise en oeuvre jusqu’ici.

Ces théoremes peuvent sembler désuets en regard a leur date d’élaboration, en réalité leur utilité devient
évidente pour ’élaboration (ou la simplification) d’une méthode informatique. Par exemple, pour une
droite (A) rencontrant les cotés (BC), (CA) et (BA) respectivement en A’, B’ et C’; le théoreme de
Menelaiis génére directement un systeme d’équations vectorielles reliant les points A, B, C' aux points
A',B’,C". Les équations vectorielles sont d’emblée:

— —
aAC— AB =10
BBA-BC =10
e -
C'A—aBC'B = 0

en raison de la formule

A'B B'C C"A
AC B'A CB

Cette formule est facile & mémoriser en écrivant les 2 lignes

A B C A B--
B C A B C--

et en visualisant chaque colonne (par exemple[%]) pour obtenir la fraction correspondante (ici %)' Le
théoreme de Menelaiis est en fait valable dans un espace affine de dimension n.

Le théoreme de Ceva offre les mémes avantages que le théoreme de Menelaiis: il semble n’étre connu que
dans le cas du plan. La méthode informatique nous permettra d’obtenir la formulation et la démonstration
de ce théoréme dans un espace quelconque (de dimension n): nous renvoyons au chapitre 9.

4.1 Division harmonique et Quadrilatere complet
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Exercice 4.1.1 (Division harmonique)

Soit ABC'D un trapéze conveze. Les cotés non paralléles (AD) et (BC) se coupent en E. On désigne
par F le point d’intersection des diagonales (AC) et (BD). Soient N (resp. M) le point d’intersection
de la droite (EF) avec la droite (DC) (resp. (AB)). Montrer que:

EM  FM
EN  FN
Solution:
Dessin = {A,B,C, D}
Les points purs choisis sont A, B, D.
Le point C' se trouve sur une droite paralléle a la droite (AB) passant par D, Points purs
il ne peut donc étre dessiné n’importe ou dans le plan. Il est donc composé A, B,D
et associé a une formule vectorielle du type D—C>Y =« E ol « n’est pas une
inconnue.
Déterminons le point composé C. On a le découpage:
— — — — — — —
0 = —aAB+ DC = aOA—aOB+ OC - OD
On déduit la description:
— — —_— — — — — —
0OC = —a0OA+aOB+ OD OC = —aOA+aOB+ OD

Dessin = {A,B,C, D, E}

Détermination du point E:

Le point E est composé comme intersection de 2 droites.
Comme FE € (AD), on a, en choisissant I'inconnue fq

— — —
OF = 11OA+ (1 —m)0OD
ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, D
M1, 0’ 1- H1

Comme F € (BC), on a, en choisissant l'inconnue v

—

—
OF = V103—|—(1—V1)00

On déduit:

— — — —

OF = (—a+av)OA+ (a+vy —av;))OB+ (1 —v) OD
ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, D

a(-14+1v1), at+vy—av, 1—1

La résolution du systeme linéaire d’inconnues p1,v1; donne

.~ «o
11—« 14+«

On déduit que:
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Dessin = {A,B,C,D,E,F}

Détermination du point F':

Le point F' est composé.

Comme F € (AC), on a, en choisissant I'inconnue 1

— — —
OF = 1 OA+ (1 — ) 0OC
On déduit:
— — — —
OF = (—a+ i+ o) OA+ (a —apu)) OB+ (1 — 1) OD
ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, D
—a+pr+apr, ol —pr), 1—m
Comme F' € (BD), on a, en choisissant I'inconnue v
— — —
OF = vyOB+ (1 —1v1)0OD
ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, D

07 v, 1_7/1’

La résolution du systeme linéaire d’inconnues p1,v; donne

o' 200 — a(l + )
= 1% = -—————-—
M=15a “1-a
On déduit que:
ﬁ = a0B+0D ﬁ)‘ _ a OB+ 0D

14+«

Dessin = {A,B,C,D,E,F,N}

Détermination du point N :

Le point N est composé.

Comme N € (DC), on a, en choisissant I'inconnue

—

— —
ON = (1—=p1)OC + 1 OD
On déduit:
— — — —
ON = (—a+au;) OA+ (o —au) OB+ OD
ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, D

—a+ap, o— o, 1
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Comme N € (EF), on a, en choisissant 'inconnue
—

— —
ON = 1n OE+(1—V1)0F
On déduit:

— —

— a1+ a)OA+a(-1+a)(l —1v1)OB+ (-1+ a—2av;) OD
ON =
(-1+a)(1+a)

ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, D

oy a(l —vp) —1+a— 2011
—1+a’ 14a > (-14a)(1+a)

La résolution du systeme linéaire d’inconnues p1, 1 donne

1
= — 1% =
H1 5 1
On déduit que:

ON = —on—A)—i-aO—B)—i-QO_D) ON = —cx(ﬂ)—l—aO—B)—i-QO_l))

2
Dessin = {A,B,C,D,E,F,N, M}
Détermination du point M :

Le point M est composé.
Comme M € (AB), on a, en choisissant I'inconnue

— — —
OM = 11OA+(1—m)OB
ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, D
M1, 1- M1, 05
Comme M € (EF), on a, en choisissant l'inconnue v
— — —
OM = 1WOE+(1—1)0OF

En utilisant le calcul précédent relatif a (TV , on déduit:

—

— —
avi(l1+a)OA+a(-1+a)(1—v1) OB+ (=14 a —2av;) OD

OM = (—1+a)(1+a)

ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, D

avy a(l — ) -1+ a—2a1
—1+a’ l+a ' (-1+a)(1+a)

La résolution du systeme linéaire d’inconnues p1,v1; donne

-1+«
2a

1
Ml = 5 yl =
On déduit que:
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P—
Calculons le vecteur EM. On a:

— — —
— (-1—a)OA+ (-1+a)OB+20D

EM =
2(-1+4+ )
—
Calculons le vecteur EN. On a:
— — —
N (—a—a?)OA+ (—a+a?)OB +2a 0D
B 2(—1+ «)
On a ainsi
— 1 —
EM = —EN
o
—
Calculons le vecteur F'M. On a:
— — —
— 1+a)OA+(1—a)OB—-20D
FM =
21+ «)
—
Calculons le vecteur FFN. On a:
— — —
N (—a—a?)OA+ (—a+a?) OB +2a0D
B 2(1+ )
On a ainsi
—_— -1 —
FM = —FN
o

Exercice 4.1.2 (Quadrilatére complet)

Soit ABC' un triangle et une droite (A) qui coupe les cotés (BC), (CA) et (BA) respectivement en Aj,
By et Cy. On désigne par I, J, K les milieux respectifs des segments [A, A1), [B, B1], [C, C1].

Montrer que les points I, J, K sont alignés.

Un quadrilatere complet est la donné d’un triangle et d’'une droite coupant les 3 cotés du triangle. Ainsi,
dans un quadrilatere complet, les milieux des segments diagonaux sont alignés.

Solution:

La droite (A) s’idenfie a la droite By, C1, les points B; et C étant plagés

arbitrairement sur chacune des droites GA et GB.

Dessin = {A, B,C, B1,C}

Les points purs choisis sont A, B, C'.

Les points composés sont By, C. Points purs

On a les découpages successifs: A, B, C
— — —

0 = aAC — AB| = (1-a)OA+a0C — OB,
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e i

— —_— —_
0 = BAB— AC; = (1—-B)OA+BOB — OC,

avec « et 3 constantes arbitraires.
On déduit les descriptions des points composés:

OB, = (l—a)O_/iqLaO—C)’ O_Bl) = (1—a)O_A>4+on—C>’
—_— —_— —_— SN SN _
0C, = (1-5)0OA+30B OC, = (1-8)0OA+B0B

Dessin = {A,B,C, B1,Cy, A1}

Détermination du point Ay :

Le point Ay est composé.

Comme A; € (BC), on a, en choisissant 'inconnue p

— — —

OA, = 1 OB + (1 — ,ul) ocC

ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, C
07 M, 1- M1

Comme A; € (B1C4), on a, en choisissant I'inconnue v

—
OAy = 11 OB + (1 — Vl) 0C,
On déduit:
— — — —
OA; = (1 - B+ By —avy) OA+ (B — Brv1) OB + avy OC
ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, C

1—-p+pBv —avy, —B(-1+v1), an

La résolution du systeme linéaire d’inconnues p1,v; donne

_B-Ba _ —1+p
H1 = 3—a 1 = 3—a
On déduit que:
OAIE _ (B—pBa) OBﬁ—ﬁ-_(;a—l—Ba) oC OA; _ (B—PBa) OBB—&-_(;oH—ﬁoz) oC
Dessin = {A,B,C,By,C1,A1,1,J,K}
Les points I, J, K sont composés. Points purs
On a les découpages successifs: A, B, C
— — — — — —
0 = Al — TA = —0A—- OA1+201I
— — — — —_— —
0 = BJ—-JB) = -0B—-0B1+20J
— — — — — —
0 = CK-KC, = -0C-00C;+20K
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Tenant compte des points composés précédents, on déduit:

— — — —
— — (=8+ a) OA+ (=B + Ba) OB + (a — fa) OC + (28 — 2a) O1
0 = AI-TA, =
08—«
— — — — — — —
0 = BJ—JB; = (-14a)OA— OB—-—a0OC+20J
— — — — — — —
0 = CK—-— KC, = (-1+08)0OA—-p30B—- OC+20K
On déduit les descriptions des points composés:
— — —
a7 - (B—a)OA+ (B—pa)OB+ (—a+ pa) OC
2(8 — )
3 1—a) OA+ OB+a OC
0J = 1=2)0A%
A 1-8) OA+30B+OC
oK = ¢ ) 25
—
Calculons le vecteur JK. On a:
— — —
TR (=B+a)OA+(8—-1)OB+ (1 -a)OC

2

N
Calculons le vecteur IK. On a:

— _ (=B +Pa)OA+ (=B + ) OB + (8 — fa) OC
2(8—a)
On a ainsi
TR = PR IR

4.2 Théorémes de Menelaiis et de Ceva

La géométrie vectorielle par I'informatique

=7 _ (B—a) OA+(B—pa) OB
oI = 2F-a)
(faJrﬂoz)O—C)’
T 25—
— 1—a) OA+ OB+a OC
0J = (=004t OBta
Ok — (1-B8) OA+B0B+0C

Exercice 4.2.1 (Menelaiis dans le plan)

B’ et C'. Montrer que:

A'B B'C C'A
A'C B'A C'B

Soit un triangle ABC' et une droite (A) qui coupe les cotés (BC), (CA) et (BA) respectivement en A,

Solution:

Dessin = {A,B,C,B',C"}

Les points purs choisis sont A, B, C.
Les points composés sont B, C’.
On a les découpages successifs:
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— — — — — —
0 = aAC - AB' = (1-a)OA+a0OC — OB’
— — -_— — — -
0 = BAB— AC' = (1-B8)OA+B0B - OC’

avec « et 3 constantes arbitraires.
On déduit les descriptions des points composés:

— — — —
OB = (1-a)OA+aOC OB’
OC' = (1-8)OA+BOB oc

Dessin = {A,B,C,B',C", A"}

Détermination du point A’ :

Le point A’ est composé.

Comme A’ € (BC), on a, en choisissant 'inconnue y;

— N SN
OA" = 1wOB+ (1 — ) 0OC
ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, C
07 M1, 1- 241
Comme A’ € (B'C"), on a, en choisissant 'inconnue 14
— —_— —
OA" = OB + (1 —11)0C
On déduit:
— — — —
OA" = (1 -8B+ Bvy —avy) OA+ (B — Br1) OB + av, OC
ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, C
L—B+pv —ary, —B(=1+wv1), an

La résolution du systeme linéaire d’inconnues p1,v1; donne

_B-Ba 14§
M1 = 3—a 1= 3—a
On déduit que:
OA — (ﬁfﬁa)O_B;;(;aJrﬂa)CTC OA —

—
Calculons le vecteur A’B. On a:

77 _ (za+Ba)0B +(a - pa)OC
08—«

Jean-Paul Jurzak
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—
Calculons le vecteur A’C. On a:

76 _ (B+8a) OB+ (8- ) OC
80—«
On a ainsi (14 p)
AB =~——""" /A
B(—1+ )
—
Calculons le vecteur B'C. On a:
— — —
B'C = (-14a)0OA+(1-a)0C

—_—
Calculons le vecteur B’A. On a:

On a ainsi . 1+ o —
B'C = YBA
«
—
Calculons le vecteur C’A. On a:
—_— — —

C'A = BOA-30B

—
Calculons le vecteur C'B. On a:
—

OB = (-1+8)0A+(1—8)0OB

On a ainsi
ai- 0 _am
—1+p
On a donc
A'B B'C C"A
A'C B'A C'B

La géométrie vectorielle par I'informatique

Exercice 4.2.2 (Théoréme de Ceva)

Soient 3 points A, B, C' non-alignés et M un point du plan (ABC). On suppose que:

les droites (AM) et (BC') sont sécantes en un point Ay différent de C
les droites (BM) et (CA) sont sécantes en un point By différent de A
les droites (CM) et (AB) sont sécantes en un point Cy différent de B

Démontrer que:

AB BiC GA _ |

AlC BlA ClB

Jean-Paul Jurzak
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Solution:

Dessin = {A, B,C, B1,C}

Les points purs choisis sont A, B, C'.
Les points composés sont By, Cj.
On a les découpages successifs:

—> — —_— — — —
0 = aAC — AB, = (1-a)OA+aOC — OB,
— — — — — —
0 = BAB— AC; = (1-B)OA+BOB - OC,

avec « et 3 constantes arbitraires.
On déduit les descriptions des points composés:

— — —
OB = (1-a)0OA+aOC

OC; = (1—-3)OA+p0B

Dessin = {A,B,C,By,C1, M}

Détermination du point M :

Le point M est composé.

Comme M € (BBy), on a, en choisissant 'inconnue g

— — —
OM = M1 OB—i—(l—lul)OBl

On déduit:

—

— — —
OM = 1—a—pu +au)OA+ 11 OB + (o — apq) O

ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, C
(=1+a) (=14 p1), p1, —a(=1+pu)
Comme M € (CCy), on a, en choisissant I'inconnue v
— — —
OM = 141 OC+ (1 — V1)001

On déduit:

—_— =

- —
OM = (1-8—uv1+pr1)OA+ (8~ pBrv)OB+1v10
ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, C'
(—1—|—ﬁ)(—1—|—1/1), _/8(_1+V1)7 V1

La résolution du systeme linéaire d’inconnues p;,v1; donne

=B+ Ba S —a+ fa
MU= 0580 " T T11Ba

Jean-Paul Jurzak
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—
oCy

Points purs

A,B,C
(1-a)OA
(1-6)0A
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On déduit que:

— — —
o1 - (=14 B +a—Ba)OA+ (—B+ Ba) OB + (—a + Ba) OC
N -1+ fa
A1F _ (—1+B+a—Ba) OA
OM = —liﬂaa
(=f+0a) OB
+ —1-1%04
Dessin = {A, B, C, By, Cy, M, Ay} 4 (catfa)OC
. . . —14fa
Détermination du point Aq:
Le point A; est composé.
Comme A; € (AM), on a, en choisissant I'inconnue fq
—_— — —
OA, = 1 OA + (1 — ,ul) oM
On déduit:
— — —
oA - (Fl+B+a—Ba—fu —ap +20am)OA— (=f+ Fa)(-1+m) OB — (=1+ fa(=1 + 1) OC
! —1+ fa
ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, C
—1+B8+a—Pfa—pBur—op + 2B —(=B+Pa)(=1+pm) —(=1+4B)a(-1+ )
—1+ Ba ’ —1+ Ba ’ —1+ Ba
Comme A; € (BC), on a, en choisissant 'inconnue v;
— — —
OA1 = OB + (1 — 1/1) OC
ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, C
07 Vi, 1- Vi,
La résolution du systeme linéaire d’inconnues p;,v; donne
—B + pa 1-0—a+ fa
V) = ————————— U1 =
-0 —a+20a -3 —a+ 20«
On déduit que:
S0 _ (=B+Ba) OB+(—a+Ba) OC a7 _ (=B+Ba) OB+(—a+Ba) OC
0A; = ( a)fﬁfaJ(nga = 04y = ( a)fﬂfaJ(nga =

—_—
Calculons le vecteur A1 B. On a:

(—a+ﬂa)(7§+(a—ﬂa)0—6>'

A B =
= —B—a+ 2B«
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—_—
Calculons le vecteur 4;C. On a:

— (8- Ba)OB+ (—fB+ fa) OC

A =
10 -0 —a+ 20«
On a ainsi 5
— a—Ba —
A4B = ——— A C
T A1)

—
Calculons le vecteur B1C. On a:

— —

—_—
BiC = (-1+a)0OA+(1—a)OC

—_—
Calculons le vecteur By A. On a:

On a ainsi
—-14+a—=—

—
B,C = B A

o
—
Calculons le vecteur C7A. On a:
— — —
Ci1A = BOA—-(30B
—
Calculons le vecteur C71B. On a:

CiB = (-1+5)0A+(1-p)OB

On a ainsi

On a ainsi

A1B BiC CiA . a(l—ﬁ) -1+« I5]

AlC BlA ClB N ﬂ(—l—}—a) [0

—1+8

La géométrie vectorielle par I'informatique

-1

Exercice 4.2.3 (Réciproque du Théoréme de Ceva)

Soient 3 points Ay, By, C1 distincts des sommets d’un triangle ABC' et appartenant respectivement aux

cotés (BC), (CA) et (AB). On suppose que:

A1B BiC C1A

AlC BlA ClB

= -1

Montrer que les droites (AA1), (BB1), (CCh) sont, soit paralléles, soit concourantes.

Jean-Paul Jurzak
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Solution:
Dessin = {A,B,C, A1, B1,Cy}
Les points purs choisis sont A, B, C'.

Les points composés sont Ay, By, C1. Points purs
Posons 212 = et gii =g avec y1 # 1 et y9 # 1. A B,C
On a les découpages successifs:

— — — — — —

0 = AlB—ylAlC = OB—’}/l OC+(—1 +71)OA1

— — — — — —

0 = —ywBlA+ BiIC = —vy0A+ OC+ (—1—1—’)/2) 0B,

o 1 M2 (7’4-% O-B>+(—1—’7172)O—C'1)

0 = C1A+ s 1B = e

On déduit les descriptions des points composés:

_ —O-B>+710-C>' o —O-B)-i-'le-C)’

OAl — ?‘i"ﬂ OAl — T
—_ —

— M RN oy SaYa

0B, = 2, OB, = 72?14“200
—_— —

_ m120A+0B N

Ocl - 1+y172 OCl _ 172 OA+ OB

14+v172

avec v1y2 # —1 car A # B est distinct.

Nous posons M = (AA;) N (BB1) et N = (AA;) N (CCY).
Dessin = {A,B,C, A1, B,,C1, M}

Détermination du point M :

Le point M est composé.

Comme M € (AA;), on a, en choisissant I'inconnue jq

OM = 1y OA+ (1— )04,

On déduit:
— — —
onf = Gty OA+ (=14 ) OB + (1 —mm) OC
—1+m
ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, C
i —1+pm (=)
VoSl —l4m
Comme M € (BBy), on a, en choisissant 'inconnue v
> — —_—
OM = 11 OB+ (1 — 1/1) OB,
On déduit:
— — —
O—]>\4 _ (’}/2 — ’}/21/1) A+ (—Vl + ’}/Qvl) OB + (—1 + 1/1) ocC

-1+
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ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, C

Y2(1 — 1) 141
1+’ 1+

La résolution du systeme linéaire d’inconnues p1,v; donne

P o S S
IL—m+m7 I—m+m7
On déduit que:
—_— — — _— - —
_ 711720A+0B—~ OC _ 711720A+0B—~ OC
OM = 1=y1+7172 OM = 1—y1+7172

Dessin = {A,B,C,Ay,B;,C1,M,N}

Détermination du point N :

Le point N est composé.

Comme N € (AA;), on a, en choisissant 'inconnue p;

—_— —_— —_—
ON = 1251 OA+(1—M1)OA1

On déduit:
— — —
on — (Tt mm) OA+ (=14 m) OB + (n —nm) OC
—1+m
ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, C
i 14w 7y —pm)
1, 1+ - ) 1+ -
Comme N € (CCh), on a, en choisissant l'inconnue v
— — —
ON = 11 OC + (1 — l/1) oC;
On déduit:
— — —
on = (2 —m7en)0A+ (1 - 1) OB +ni(l +m72) OC

1T+

ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, C

172(1 —1v1) 1—-1
L+mye 7 14+

La résolution du systeme linéaire d’inconnues p1,v; donne

Y172 —1+m
-

1= V= —
a 11—y 4+ 1—7v1+v77

On déduit que:

Jean-Paul Jurzak
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ON — M2 O—1>4+O—B>7"{1(%: ON — M2 O_1>4+O_B>7710_C)'
1=v1+m72 1=v1+m72

En résumé, lorsque 1 — 1 + 7172 # 0, on a M = N, donc les droites (AA;),
(BBj), (CC1) sont concourantes.

Supposons maintenant que 1 — 1 4+ v1v2 = 0 donc v = (1_172)
Calculons le vecteur AA;. On a:
— o —
— =1 0A+ (=1+7)0B+ OC

AA; =
V2

—
Calculons le vecteur BB;. On a:

— — -
— ’ngA—i—(l—’)/Q)OB—OC

BBy, =
1+
On a ainsi )
_ _ s
AA] = — 2 BB
V2
T
Calculons le vecteur AA;. On a:
— — —
— —pOA—(1—)0B+ OC
AA; =
Y2

—
Calculons le vecteur C'Cy. On a:

—

— — —
CCy = 7 OA+ (1 —~2)0B — OC

On a ainsi
— -1 —
AAL = —CCy
72

et vo # 0 car By # C.
En résumé, lorsque 1 —v; +y172 = 0, les droites (AA;), (BB1), (CCh) sont
paralleles.

4.3 Une formule originale

Exercice 4.3.1
Soit ABC wun triangle et I un point du plan n’appartenant & aucune des droites (AB), (AC), (BC).
Les droites qui joignent les sommets A, B, C' du triangle au point I coupent les cotés opposés aux points
A',B',C" respectivement.
Démontrer la relation L L L

IA B'A C(CA

— — + —=
1A B'C (B

Jean-Paul Jurzak Page 56



Chapitre4  Théorémes classiques du plan

Solution:

Dessin = {A,B,C,B’,C"}

Les points purs choisis sont A, B, C'.
Les points composés sont B, C".
On a les découpages successifs:

N — —_— — —_—
0 = BA-—aB'C = OA-a0OC + (-
N — —_— —_— —_—
0 = C'A-pBC'B = OA—BOB + (-

On déduit les descriptions des points composés:

— — —

7 _ —0A+aOC
OB = —14a

oC' = = Oj+50?
- —1+p

Dessin = {A,B,C,B’,C", I}
Détermination du point I:
Le point I est composé.

La géométrie vectorielle par I'informatique

Points purs

A, B,C
—_—
1+a)OB
—_—
1+ 3)o0cC’

AR/ _ —OA+aOC

OB = =5
S~ _ —OA+B80OB

Comme I € (BB'), on a, en choisissant les inconnues p;

— — —
Ol = 11OB+ (1—#1)03/

On déduit:
N . .
Ol — (=14 p1) OA+ (=1 + ap1) OB + (a — apr) OC
-1+«
ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, C
“ltm —a(-1+m)
—1 + « ’ H1, 1 T a

Comme I € (CC"), on a, en choisissant les inconnues v

— — —
Ol = 1 OC + (1 —Vl)OC/

On déduit:
— — —
o = (=1411)OA+ (8 — Pr1) OB+ (-1 + Brn) OC
—1+8
ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, C
-1+ —06(—14 1)
—1+p’ —1+0
La résolution du systeme linéaire d’inconnues u1,v; donne
I} o
M= s T Tirais

On déduit que:

Jean-Paul Jurzak

Page 57



Chapitre4  Théorémes classiques du plan La géométrie vectorielle par I'informatique

Ol — — OA+B0B+a0C Ol = — OA+B80B+aOC
- —14a+3 - —14a+p3

(Pexistence du point I implique que oo + 3 # 1)

Dessin = {A,B,C,B',C", I, A’}

Détermination du point A’:

Le point A’ est composé.

Comme A’ € (AI), on a, en choisissant les inconnues j1

OA = y OA + (1 — )01

On déduit:
— — —
oa — Eltam+Bm)OA+ (B - Fm) OB + (o — o) OC
—1+a+p
ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, C
—ltom+Pm —B(=l+m)  —a(=1+m)
—l4+a+p > —14+a+pB’ —1+a+p

Comme A’ € (BC), on a, en choisissant les inconnues v

P — —

OA" = OB+ (1 —-1v)0C
On déduit: . . .,

0A" = OB+ (1-1)0C
ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, C

07 vy, 1- 131
La résolution du systeme linéaire d’inconnues p1,v; donne
I6; -1
1% == =

! a+pf H —a—pf

On déduit que:
Y _ ,@O_B)-i-ocO_C)’ Y, _ ,BO—B>+on_C)’
OA" = =5 0A" = =5

_
Calculons le vecteur IA. On a:

— — —
. (a+B)OA—BOB-a0C
1A =

—1+a+p

—
Calculons le vecteur IA’. On a:

(a+3)OA—~BOB — aOC

A" = (-1+a+B)(a+p3)

On a ainsi

TA = (oz—l—ﬂ)l—)A’

qui est la relation demandée.
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CHAPITRE

5

Intersections dans l’espace

5.1 Intersections dans ’espace usuel R?

Une droite ou un plan de ’espace est appelé un sous-espace affine: 'intersection de sous-espaces affines
dans ’espace est donc l'intersection de droites ou plans avec des droites ou plans.

Soit un point I situé sur 'intersection de 2 sous-espaces affines quelconques. Une premiere équation vec-
torielle traduira ’appartenance du point I au premier sous-espace affine, une seconde équation vectorielle
traduira 'appartenance du point I au second sous-espace affine, et la troisieme condition sera 1’égalité
des 2 expressions de OI. Cette dernitre équation génere un systeme linéaire en afﬁzn_a)ant que les deux
listes de coefficients indéterminés (apparaissant dans chacune des descriptions de OI en fonction des
points purs) doivent étre identiques: la résolution de ce systéme linéaire adapte alors les coefficients les
uns par rapport aux autres, ou alors les détermine de facon exacte. Ainsi, en substituant dans I'une des
expressions de a)T , on obtient l'expression du point I en fonction des points purs (le nombre de points
purs doit étre limité a 4 pour de tels exercices).

5.2 Exemples

Exercice 5.2.1

Soit ABCD un tétraédre et les points M, N, P définis par

—
CD

— — — —
AM = -AB , BN =-BC , CP =

W
=

Déterminer le point d’intersection J du plan (M NP) avec la droite (AD).

Solution:

Dessin = {A,B,C,D,M,N, P}

Les points purs choisis sont A, B, C, D.

Les points composés sont M, N, P. Points purs
A B,C,D
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On a les découpages successifs:

_ -1 _ —0OA—0OB+20M
0 = 5 AB+ AM = ===

_ -1 _ —20B—0OC+30ON
0 = 5 BC+ BN = 3

_ -1 _ —=30C-0D+40P
0 = FCD+CP = <

On déduit les descriptions des points composés:

OM = OA+OB Ol — OA+0B

- 2 - 2

N —_— —

_ 20B+0C — B AR
ON = 3 ON — 2OB3+OC
OP — 30C+0D I,

4 _ 30C+0D
Op = 30C

Dessin = {A,B,C,D,M,N, P, J}

Détermination du point J :

Soit J le point (AD) N (M NP). Ce point J est composé.
Comme J € (AD), on a, en choisissant I'inconnue pq

0J = 1 OA+ (1— 1) 0D
ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, C, D
pi, 0, 0, 1—p,
Comme J € (M NP), on a, en choisissant les inconnues vy, v,

— — — —
OJ = rnOM+v,0ON+1—v1 —1nOP

On déduit:
— — — —
0 — 611 OA + (61/1 + 8V2) OB + (9 — 91 — 51/2) oC + (3 — 3] — 31/2) oD
B 12
ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, C, D
Vi 3v1 + 4, 9 — 91 — B 1—v1 — 1
2’ 6 ’ 12 ’ 4
La résolution du systeme linéaire d’inconnues p1, vy, vo donne
6 12 -9
= — 1% = — 2 = —
M1 7 1 7 2 7
On déduit que:
~7 _ 60A+0D A7 _ 60A+0D
OJ = == OJ = ==
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Exercice 5.2.2

— — — —
Al = o AB CJ = aCD

Soit ABCD wun tétraédre, o un réel fize et I, J les points de (A, B) et (C, D) définis par

On construit les parallélogrammes TACE et IBDF. Montrer que les points E, F,J sont alignés.

Solution:

Dessin = {A,B,C,D,I,J}

Les points purs choisis sont A, B, C, D.

Les points composés sont I, J.
On a les découpages successifs:

0 = —aAB+ Al = (a—1)0—1>4—o<

—
0

On déduit les descriptions des points composés:

Dessin = {A,B,C,D,I,J,E, F}
Les points purs choisis sont A, B, C, D.

Les points composés sont E, F.
On a les découpages successifs:

—
0
—

0

Tenant compte des points composés précédents, on déduit:

— — — — — — —

0 = -—FEC+ 1A = a0OA—aOB—- 0C+ OF

— —— — — — —
0 = —FD+1IB = (—-1+a)OA+(1—a)OB — OD + OF

— —
—EC+ IA =

On déduit les descriptions des points composés:

OF = (1—a)

— — — —
OF = —aOA+aOB+ OC

—

— —_—
A+ (-14a)OB+ OD

—
Calculons le vecteur EF'. On a:

EF = OA- OB- OC + OD

Jean-Paul Jurzak

— —
OB+ O1
— — — — —
—aCD+ CJ = (a—1)0OC —aOD+ OJ
(1-a)OA+aOB
(1-a)OC +aO0D
— — — —
OA - OC + OF — OI
B — — — — —
—FD+IB = OB- OD+ OF — Of

Sl

2l

Points purs
A B,C,D

(1-a)OA+aOB

(1-a)OC +a0D

Points purs
A, B,C,D

= (1—04)0—121
— —
+a)OB+ OD
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Calculons le vecteur EJ. On a:

n
= a0OA—-aOB—-aOC+a0OD

2l

— —
On adonc EJ =a FEF.

La géométrie vectorielle par I'informatique

Exercice 5.2.3 .
On consideére dans 'espace un parallélépipéede ABCDA'B'C'D" (on a AA' = BB'= CC'" = DD’ et la
figure ABCD est un parallélogramme). Soit I le milieu du parallélogramme A'B'C'D’.
1. Déterminer Uintersection K de la droite (DI) et du plan (ACD).
2. Déterminer lintersection de la droite (BI) et du plan (ACD’).
Solution:
Dessin = {A,B,C,A',C',D,B',D', T}
On a les découpages successifs:
T = Al-IC —0A' - OC' +201
— — — — — — — —
0 = AB— AC+ AD = —0OA+ OB—- 0OC+ OD
—_ E— _— —_— —_— A —
0 = AA'- BB = —0A+ OB+ OA' — OB’
—_— _— _— —_— —_— e e
0 = BB - CC - OB+ OC + OB — o'
— — A —_— —_— — —_—
0 = CC'- DD = —-0C+ OD+ OC"— OD'
La résolution de ce systeme linéaire détermine les expressions suivantes:
— — — —_— — — —_— -
0OC' = —0A+ OC + OA 0C" = —0A+ OC + OA
— — — —
OD = OA—- OB+ OC oD OA — OB+ OC
— — =
OB = —OA+ OB+ OA — — s —
OB = —OA+ OB+ OA'
— —
OD' = —OB+ OC + OA . L
o OD" = —0OB+ OC + OA
O] — —0A+0C+204
2
77 _ —OA+0C+204'
ol = %

Les points purs choisis sont donc A, B,C, A’.

Les points composés sont C', D, B', D', I.

Question 1):

Dessin = {A,B,C,A",C',D,B",D'|I,K}
Détermination du point K :

Soit K le point (DI) N (ACD’). Le point K est composé.
Comme K € (DI), on a, en choisissant I'inconnue g

—

— —
OK = 1 OD + (1 — )OI

Jean-Paul Jurzak
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A, B,C,A
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On déduit:

—_— —_— — —
(=14 3u1) OA — 201 OB + (1 4 p11) OC + (2 — 2u1) OA’
2

—
OK =
ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, C, A’

—1+3m 14+
2 ) M1, 2 )

L=
Comme K € (ACD'’), on a, en choisissant les inconnues vy, 15
— — — —;
OK = V10A+I/20C+(1—I/1—V2)OD
On déduit:
— — — — —
OK = I/10A+(—1—|—V1—|—Z/2)OB+(1—I/1)OC—|—(1—I/1 —I/Q)OA
ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, C, A’
v, —l4+vit+rvy, 1—-wv, l1—-vi—1w

La résolution du systeme linéaire d’inconnues p1, vy, vo donne

1 1 1
= - 1% = - L = -
H1 5 U 1 2 1
On déduit que:
N — — — —_— N — — —
_ OA-20B+30C+20A’ _ OA-20B+30C+20A’
OK = < OK = i

Question 2):

Dessin = {A,B,C, A", C',D,B",D'| 1, K, L}
Détermination du point L :

Soit L le point (BI) N (ACD’). Ce point est composé.
Comme L € (BI), on a, en choisissant 'inconnue jq

— — —
OL = 1nOB+ (1 — )01
On déduit:

(=14 1) OA + 21, OB + (1 — 1) OC + (2 — 2u1) OA’
2

—
OL =
ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B,C, A’

—1+m L —m
2 ) M17 2 )

1 —
Comme L € (ACD'’), on a, en choisissant les inconnues vy, 1o

ﬁ = 1/10—1>4+V20—C>'+(1—V1—V2)0—D7
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On déduit:
— — — — P
OL = VloA—‘r(—l—l-l/l+V2)OB+(1—V1>OC—|—(1—I/1 —I/Q)OA
ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, C, A’

V1, —1+I/1+V2, 1—V1, 1—V1—V2

Le systeme linéaire d’inconnues p1,v1, 2 n’a pas de solutions. On déduit
que (BI)N(ACD') = (). La droite (BI) est donc parallele au plan (ACD’).

Exercice 5.2.4
Soit ABCD un tétraédre et les points M, N, P définis par

—— 1 — — — 1 — —_— — 1 — —
AM:§AB—AC ) BN:§BC+AB ) CPZZCD—J—NM
Déterminer le point d’intersection J du plan (M N P) avec la droite (AD).
Solution:
Dessin = {A,B,C,D,M,N, P}
Les points purs choisis sont A, B, C, D.
Les points composés sont M, N, P. Points purs
On a les découpages successifs: A, B,C,D
1-— — — —30A— OB+20C+20M
1 30A—50B — OC + 30N
— — — — —
U:—AB—gBCJrBN: .
1 30C — OD —40M + 40N + 40P
-1 — — —_— — — —
0 = —~CD+CP+ MN = =
On déduit les descriptions des points composés:
; _ 30A+0B—20C "/ _ 304+0B—20C
OM = >=—t=p—=== OM = >=—=t=5p—===
ON = =304+505+0C 5% _ =3 (74+53@>+@
AP 300A—140B-70C+30D S
or = 12 + OP — 300A-140B-70C+30D

12

Dessin = {A,B,C,D,M,N, P, J}

Détermination du point J :

Soit J le point (AD) N (M NP). Ce point J est composé.
Comme J € (AD), on a, en choisissant I'inconnue pq

—

— —_—
oJ = /,610A+(1—,U1)OD
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ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, C, D
M1, 07 07 1- M1

Comme J € (M NP), on a, en choisissant les inconnues v, v,

—

— — —
oJ = VlOM—I—Z/QON—l-(l—Vl—I/Q)OP
On déduit:

—

(30 — 1207 — 4205) OA + (=14 + 2001 + 3415) OB + (=7 — 5v1 + 1115) OC + (3 — 311 — 312) OD
12
ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, C, D
5—2u1 — 7o —T74+ 10 + 1719 =7 =511 4+ 111 1—11 —19
2 ’ 6 ’ 12 ’ 4

La résolution du systeme linéaire d’inconnues pq, vy, vo donne

—
0J =

54 —14 7
= — 1% = — 1% = —
=% "™~ 6 7 13
On déduit que:
0J — 540A+110D 0J — 540A+110D
= 65 = 65

Exercice 5.2.5

— —_— — —_—
On considére un parallélépipéde ABCDEFGH (on a AE = BF = CG = DH et la figure ABCD est
un parallélogramme). Soit K le centre de gravité du triangle BDE.

1. Montrer que K est le point d’intersection de la droite (AG) et du plan (BDE).

2. Déterminer lintersection L de la droite (AG) et du plan (CFH).

Solution:
Dessin = {A,B,D,E,G,C,F,H}
Les points purs choisis sont A, B, D, E.

Les points composés sont G, C, F, H. Points purs
On a les découpages successifs: A, B,D . E

— — — —_— — — — —_—

0 = AB— AC+ AD = —0OA+ OB-0OC+ OD

— — — — — — —

0 = AEF- BF = —-0A+ OB+ OF - OF

— — — — — — —

0 = BF-CG = —-0B+ OC+ OF — OG

— — — — — — —

0 = CG- DH = —-0C+ OD+ OG- OH

On déduit les descriptions des points composés:

OG = —20A+ OB+ OD + OE

— — —

OG = —20A+ OB
— —
+0D + OF
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— — — —
oC = —-0OA+ OB+ OD
— — — — ‘7§
OF = —-OA+ OB+ OF
— — — — —
OH = —0OA+ OD + OF OH
Dessin = {A,B,D,E,G,C,F,H, K}
Détermination du point K :
Le point K est composé.
Comme K € (AG), on a, en choisissant 'inconnue pq
— — —
OK = 11 OA+(1—1)OG
On déduit:
— — — — —
OK = (-243u1)OA+(1—m1)OB+ (1 —p1)OD + (1 — u1) OF
ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, D, E
_2+3/’L1) 1_/’617 ]-_,uh 1_,“1
Comme K € (BDE), on a, en choisissant les inconnues vy, vy
— — — —
OK = ulOB—l—ngD—i—(l -1 —VQ)OE
On déduit:
— — — —
OK = l/10B—|—l/20D+(1 -1 —I/Q)OE
ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, D, E
07 v, Vo, ]-_Vl_VQ
La résolution du systeme linéaire d’inconnues 1,1, Vo donne
2 1 1
== 1 == Vv = =
K1 3 U 3 2 3
On déduit que:
A7 _ OB+0D+OE 0K —
OK = % OK =

Dessin = {A,B,D,E,G,C,F,H,K, L}
Détermination du point L:

Le point L est composé.

Comme L € (AG), on a, en choisissant 'inconnue i

— — —
OL = p1 OA+ (1 — ) OG
On déduit:

— —

OL = (~2+3u1) OA+ (1 — ) OB+ (1 — ) OD + (1 — ) OF
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ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, D, F

—2+3w, 11—, 1=, 1=

Comme L € (CFH), on a, en choisissant les inconnues v, 1o

—

— — —
OL = I/100+V20F+<1—V1—I/2)OH
On déduit:
— — — — —
OL = —OA+(V1+V2)OB+(1 —V2)0D+(1 —I/l)OE
ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, D, B
-1, v+, 1—1v, 1—-14

La résolution du systeme linéaire d’inconnues pq, vy, vo donne

1 1 1
1= 5 Vv =5 UV = =
=13 3 3
On déduit que:
OL — —30A+20B+20D+20E Ol — —30A+20B+20D+20E
= 3 = 3

Exercice 5.2.6 Théoréme de Menelatis dans l’espace
Soit ABC'D un tétraédre et A', B',C" des points situés respectivement sur les droites (AB), (BC), (CD).
On désigne par D' Uintersection du plan (A'B'C") avec la droite (AD). Démontrer la relation

A4 BB COC DD _
AB BC CD DA

Solution:
Dessin = {A,B,C,D,A',B',C"}
Les points purs choisis sont A, B, C, D.

Les points composés sont A’, B’, C". Points purs
On a les découpages successifs: A, B,C,D
— — —

— — —
0 = AA—aAB = OA—aOB+ (-1+a)0A4’
— - —_— — — e
0 = BB-3B'C = OB-B0C+ (-1+8)0OB’
— —_— —_— — — —_—
0 = C'C—~vC'D = OC—~v0D+ (-1+~)0C’
On déduit les descriptions des points composés:

— 't = _— —_— —_—
! _ —OA+aOB 1 _ —OA+aOB
0A" = —1+o 0A" = —1+a
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—

_ —OB+BOC ;
OB = — = 15— OB =
! —O—C)-I—WO—D)
0C’ = =0C 0D 5o _

Dessin = {A,B,C,D,A',B',C", D'}

Détermination du point D'

Le point D’ est composé.

Comme D’ € (AD), on a, en choisissant les inconnues 1

7 A oY)
OD" = 11 OA+ (1 —1)OD
ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, C, D
M1, 07 07 1- M1
Comme D' € (A’B’C"), on a, en choisissant les inconnues vy, vo
—_— —_ —_ —_
OD/ = 9 OB/ + (1 — V1 — VQ) OC/ + %1 OA/

On déduit:

o7 . (cviHBrityvi—Byr) OA
oD" = ChacEncis »
+ (av1—afrvi —ayvi+afyvi —vet+ave+yra—ayrs) OB
(~LFa)(—1FA)(~1+7) .
+ (—1+a+p—af+vi —avi —pri+afrvi+ve—avs —Byvet+afyre) OC
(Tro) (1A 17) .
+ (y—ay=By+afy—yvi+ayvi+yv1 —afyvi —yvatayvetByra—afyre) OD
(—1+a)(-1+B8)(-1+7)

ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, C, D

-1 —av1 + afvr + ve — avs 1—0—uv1+ Br1 — e+ Bye (=14 vy + 1)

—1+a’ (—1+a)(~-1+p) (=1+8)(=1+7) ’ 1+

La résolution du systeme linéaire d’inconnues pq, v1, vo donne

-1 ~1+a al(—1+3)
= - 1% = -_— L = -—_——
T xapy T Sltapy T S1tap
On déduit que:
7 —(74—}—04,870‘[5 T

—
Calculons le vecteur D’D. On a:
——  OA- OD
DD = 22—~
—14 afy
—_—
Calculons le vecteur D’A. On a:

— —
m _ afyOA —afyOD
-1+ apy
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On a ainsi
_— 1 _

D'D = — DA
afy

Exercice 5.2.7 Réciproque du théoréme de Menelatis dans ’espace
Soit ABCD wun tétraedre et A', B',C", D' des points situés respectivement sur les droites (AB), (BC),
(CD), (DA) et vérifiant la relation

AA BB C'C DD
AB BC CD DA

Montrer que les 4 points A’, B',C", D’ sont coplanaires.

Solution:
L’un des points A’, B, C’, D’ n’est pas le sommet du tétrac¢dre, on peut donc

supposer, qultte ) changer les notations, que A’ # A. Afin d’exprimer AD

en fonction de A'B’ et A'C’ (', on prendra pour points purs A’, B’,C’, A.

Dessin = {A'",B’,C'",A,B,C,D, D'}

Les points composés sont B,C, D, D’. Points purs
On a les découpages successifs: A,B,C A

—
0 = AA—aAB = OA—aOB+ (~1+a)0A

sl

—BOC + (~1+ B) OB
— —

N — —
0 = BBB—3B'C =
— — o -
0 = C'C—~C'D = OC —~O0D + (-1 +~)0C’

— -1 == == — O—1>4 « O—>D 1—aByOD’
afy apfy
On déduit les descriptions des points composés:
oD — (—atapB) O—B;—f—(—aﬁ—&-aﬁw) O_C;+(—1+a)O_A;
B —1+apy — sy e
oD — (—a+aB) OB +(faﬁ145raﬁﬁ'y) OC'+(—
1 —_— —_— - (7
0—15 _ OA+(—a+aB) OB +(—aB+aB)y OC'—1+a OA’ K
- apy . . o
0—15 _ OA+(—a+aB) OB’ +(—af+aB)y OC
OC — OA+(—a+af) OB +(—1+a) OA/ afy
= e
. . ——  OA+(—ataf)OB'+(—1+a) OA!
@ _ OA+(-1+a)0A oC = af
«
—_— — OA OA
Calculons le vecteur A’D’. On a: OB = 24+ltao4

(—a+ap) OB + (—af + afy) oC + (v — af) oA

Ty
A'D =
—1+afy
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Dans 'expression
/ !/ !
(—a+af)OB" + (—af + afy) OC" + (a — afy) OA

la somme des coefficients est égale a 0, donc ce vecteur est indépendant de
O et, en prenant O = A’ par exemple, on obtient

(—a+ ap) ﬁ + (—afB + afy) W

A'D
N -1+ afy

donc D’ appartient au plan (A'B'C").

Exercice 5.2.8
Soient A,B,C,D,E,F,G,H des points tels que [’on ait:

— — — — —
GA+ GB+ GC+GD = 0
— — —
—AB+2AF = 0

— —— —
—-EC+2EH 0

Déterminer, par calcul formel, Uintersection du sous-espace affine (GFH) avec le sous-espace affine
(BCD). Quelle conclusion doit-on formuler sur cet énoncé ?

Solution:
Dessin = {A,B,C,D,E,F,G,H}
Les points purs choisis sont A, B,C, D, E.

Les points composés sont F, G, H. Points purs
On a les découpages successifs: A B,C,D, E
— — — — — — — — — —
0 = GA+ GB+ GC+ GD = OA+ OB+ OC+ OD —-40G
— — — — — —
0 = —AB+2AF = —OA—- OB+20
— — — — — —
0 = -FEC+2FH = —-0C—- OFE+20H
On déduit les descriptions des points composés:
A7 _ O0A+0B A7 _ OA+OB
OF = =572 OF = 5
OC — OA+OB+0C+0D — =, =3 = =
= 7 oG = OA+ OBZOC+ oD
OF — OC+OE .
OH = 2 OH — OC+OE

Dessin = {A,B,C,D,E,F,G,H,K}

Détermination d’un point K € (GFH)N (BCD):

Le point K est composé.

Comme K € (GFH), on a, en choisissant les inconnues p1, 1o

— —

OK = jsOF + 111 OG + (1 — p1 — o) OH
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On déduit:

—

— — — —
—— (1 +2p2) OA+ (1 + 2p2) OB + (2 — p1 — 2p9) OC + 111 OD + (2 — 2111 — 2p9) OF

OK = 1

ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B,C, D, E

pt2p2 22— —2p2 o L—pn -
4 4 4 g7 2

Comme K € (BCD), on a, en choisissant les inconnues vy, 12
— — — —
OK:leB+ugOC+(1—V1—V2)OD

ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B,C, D, E

07 v, Vo, 1_1/1_7/2’ 0

La résolution du systeme linéaire d’inconnues p1, po, V1, Vo donne

pr=2 p2 = -1 =0 1 =7

On déduit que:

—  —

—
— 0C+0D
OK = 0%

L’intersection des 2 plans est donc un point. Cette conclusion n’est ac-
ceptable que dans I’hypothese ou les points A, B,C, D, E de 1’énoncé sont
distincts et placés indépendamment les uns des autres. En effet, nous ad-
mettons 'unicité de I'écriture du vecteur O—I% , unicité assurée lorsque les
—_— s — — ——

vecteurs KA, KA, KC, KD forment un systeme libre. L’espace environ-
nant est donc un espace de dimension au moins 4.

Dans I’hypothese oi1 I'exercice se situe dans ’espace usuel R3, la méthode
barycentrique ou la méthode utilisant le systeme linéaire

’ —_— = = — —
GA+ GB+ GC+ GD = 0
— — —
—AB+2AF = 0
— — —
—FEC+2FEH 0

(11 + 2p2) KA+ (1 + 2u2) KB
— — — —
+(2—,u1—2#2)KC+,M1KD+(2—2/L1—QMQ)KE = 0
) N N N
I/lKB—I—l/QKC—‘r(l—Vl—VQ)KD = 0

s’appliquent avec pour conséquence, la diminution du nombre de points purs
et 'adjonction de parametres réels nécessaires a la formule descriptive du
point K.
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CHAPITRE

6

Barycentres et intersections

6.1 Barycentres et intersections dans le plan

Exercice 6.1.1
Soit ABC' un triangle, I le milieu de AB, J le point tel que
coupent en K. Trouver les réels a, b, c tels que ’on ait

K = barycentre (A, a), (B,b), (C,c)

—

J =3 CA. Les droites (CI) et (BJ) se

Solution:
Dessin = {A,B,C,I,J}
Les points purs choisis sont A, B, C.

Les points composés sont J, I. Points purs

On a les découpages successifs: A, B, C
— — — — — —
0 = AI-1IB = —-0A—- 0OB+20I
T _ —lai. 7 _ —0A-20C+30J
0 = 5CA+CJ = %

On déduit les descriptions des points composés:

—_—  —

0J — OA+20C OJ — OA+20C
= 3 = 3
— —_— =
_ OA+OB — ——
Ol = 5 O] = OA+0B

Dessin = {A,B,C,I,J,K}

Détermination du point K :

Le point K est composé.

Comme K € (CI), on a, en choisissant I'inconnue

—

— —
OK = 1y OC+ (1 —p1)0I
On déduit:

—

— —
— (1—#1)0 —|—<1—u1)OB+2,ulOC
OK = 5
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ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, C

-1 1=
2 7 2 7

K1
Comme K € (BJ), on a, en choisissant 'inconnue v,
— —
OK = OB+ (1—11)0J
On déduit:

— — —
O—I% _ (1—=1v1)0OA+3v1 0B+ (2—-21)0C
B 3

ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B,C

1—1g —2(—1—|—V1>
3

La résolution du systeme linéaire d’inconnues p1,v1; donne

On déduit que:

N[

7a:

[ =

1
donca=z,b=

Exercice 6.1.2

Soit A, B,C, D, E cing points distincts du plan et I (resp. J) le point d’intersection des droites (EB) et
(AD) (resp. (EB) et (AC)). On suppose que les points I et J de la droite (BE) sont placés tels que
El = f] et EB = %E—j Préciser, a partir de la position de J sur la droite (AC), la position de D en
fonction de A, B,C de telle sorte que le point J soit le centre de gravité du triangle ABD.

Lorsque le point J décrit la droite (AC), quel est le lieu des points D ?

Solution:

Dessin = {A,B,C, J}

Les points purs imposés sont A, B, C.

Positionnons le point J sur la droite (AC) en choisissant un réel a tel que Points purs
— — . ,

AJ = a AC. Le point J est composé. A,B,C

On a le découpage:
—

— — — —
0 = —aAC+ AJ = (-14a)OA—aOC+ OJ

On déduit la description du point composé:
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— — —
OJ = (1-a)OA+a0OC

Dessin = {A,B,C,J,E, I}

Les points composés sont F, I.

On a les découpages successifs:

— — — —_— — —

0 = EI—-1J = —OE+201- 0OJ
4 30B+ OE —40J

ﬁ:ﬁ_gﬁ: + .

Tenant compte des points composés précédents, on déduit:
— — — — — — —
0 = EI-1J = (-1+a)OA—a0OC - OE+201

4 44 40)OA +30B — 40 0C + OE
U:EB—gE_j (F4+40) +3_0‘ i

On déduit les descriptions des points composés:

— — — —
OFE = (4—4a)OA —30B + 40 OC

0f — (5=5) OA-30B+500C
= 2

Dessin = {A,B,C,J,E,1,D}
Détermination du point D:

Le point D est composé.

On a le découpage:

—

— — — — — — —
0 = JA+ JB+JD = OA+ OB+ OD-30J
Tenant compte des points composés précédents, on déduit:
— — — — — — — —
0 = JA+ JB+ JD = (-243a)OA+ OB —3a0C + OD

On déduit la description du point composé:
— — — —
OD = (2—3a)OA— OB+ 3a0C
Il en résulte que

— — — — —
OD = (204 — OB) +3a(0C — OA)

équation paramétrique d’une droite parallele & la droite (AC) (le vecteur
directeur est OC — OA).
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J =(1-a)OA+aOC

Points purs
A B,C

—

OD = (2—3a)0A4
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Exercice 6.1.3
On considére un triangle ABC' et son centre de gravité G. Une droite (A) ne passant pas par G coupe
respectivement les droites (GA), (GB),(GC) en A1, By, Ch.
Montrer que:
GA GB GC

+ + =0
GA, GBI GG

Solution:

La droite (A) s’idenfie a la droite Aj, By, les points A; et B; étant placés
arbitrairement sur chacune des droites (GA) et (GB).

Dessin = {A, B, C, G, Al, Bl}

Les points purs choisis ici sont A, B, G.

Les points composés sont C, Ay, Bi. Points purs
On a les découpages successifs: A, B, G

— — — — — —

0 = GA1 — 1 GA = OAl — 1 0OA - (1 —oq) oG

— e — — — —

0 = GBl — (9 GB = OBl — (9 OB - (1 - 052) OG

— — — — — — — —

0 = GA+GB+GC = OA+ OB+ OC-30G

avec a1 et ap constantes non-nulles (car G # A; et G # By).
La résolution de ce systeme linéaire donne:

— — — — — —
OA; = a1 OA + (1 — 051) oG OA; = a1 OA+ (1 — Oél) oG
— — — N N .
OBl = O(QOB—f—(l—O[Q)OG OBl = 0420B+(1—C¥2)OG
— — —

OoC = —0A—- OB+30G — N —

OC = -0OA- 0OB+30¢

Dessin = {A,B,C,G, Ay, B1,C1}
Détermination du point C1:
Comme C; € (GC), on a, en choisissant I'inconnue

— — —
oCy = OC+(1 —Ml)OG

On déduit:
— — — —
OoCy = -1 OA— 1 OB+ (2,&1 + 1) oG

ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, G
—H1, —H1, 2/1/1 +1

Comme C; € (B1A1), on a, en choisissant l'inconnue v

—
0Ciy = OBy + (1 — 1/1) OA;
On déduit:

—

oC; = (1-wv)m O—1>4 + v1an O—B> +(1—a—avy —agry) OG
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ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, G
(1-v1)on, ra, 1—a—av;—an

La résolution du systeme linéaire d’inconnues p;1,v1; donne

. —Q109 N aq
M e T mrm
On déduit que:
— — —
O—C{ _ arop OA + a0 OB + (Cvl + o — 2041042) oG
o1 + o2

avec a1 + ag # 0. En effet, lorsque a3 + as = 0, la résolution du systéme
linéaire d’inconnues p1,v1 donne o = 0 donc G = A; ce qui est absurde.
On a donc:
GA N GB N GC
GA, GB;

1 1 1 1 1 a1 + oo

I VI )

GCy a1 o a1 o 1o

6.2 Barycentres et intersections dans ’espace

La géométrie vectorielle par I'informatique

— —
_ ajas OA+a1a2 OB
OC] = me20isme
+ (a1+az—2a1a2) OG
ajtasg

Exercice 6.2.1

désigne par K le point ou la droite (PG) coupe le plan (BCD). Montrer que

— 5 —
PG:§PK

— — —
Soit ABCD est un tétraedre, G l’isobarycentre des points A, B,C, D et P tel que 2 PA+ PB= 0. On

Solution:
Dessin = {A,B,C, D, G, P}
Les points purs choisis sont A, B, C, D.
Les points composés sont G, P.
On a les découpages successifs:
— — — — — —
0 =2PA+ PB = 20A+ OB-30P
— — — — — — — — — —
0 = GA+ GB+ GC+ GD = OA+ OB+ OC+ OD —-40G

On déduit les descriptions des points composés:

—_— = = —
_ OA+0B+0OC+0OD
0G = ;

—_— —
— 20A4+40B
OP — 204

Jean-Paul Jurzak

Points purs
A B,C,D
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Dessin = {A,B,C,D,G,P,K}

Détermination du point K :

Le point K est composé.

Comme K € (PG), on a, en choisissant 'inconnue jiq

—

OK = (1— 1) OG + iy OP

On déduit:
— — —_— —
o — B+5m)0A+ @B+ m)OB+ (3-3m)0C+ (3-3m)OD
n 12

ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, C, D

3+5u  3+wpw l—pr  1—m
12 7 12 7 4 7 4

Comme K € (BCD), on a, en choisissant les inconnues vy, vo

—

— — —
OK = OB+ 1,0C+ (1 —v; —1,)0OD

On déduit:
— — — —
OK:V103+VQOC+(1—V1—V2)OD

ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, C, D
07 vy, v, ]-_VI_VQ

La résolution du systeme linéaire d’inconnues 1, v1, vo donne

-3 1 2
= —_— %% = - Y% = -
M1 5 1 5 2 5
On déduit que:
A% _ OB+20C+20D A% _ OB+20C+20D
OK = - 5 OK = - 5

Calculons le vecteur P—Ci On a:

— — — —
— —50A—- OB+30C+30D
PG =
12
P
Calculons le vecteur PK. On a:
— — — —
— —100A—-20B+60C +60D
PK =
15
On a ainsi
—_— 5 —
PG = 3 PK
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Exercice 6.2.2

On considére un triangle ABC' et un point M n’appartenant pas au plan (ABC'). Soient Ay, By ,Cy les
milieuz respectifs des bipoints (B,C), (A,C), (A, B) et soient My, My, M3 les symétriques respectifs du
point M par rapport a Ay, By ,Cy.

1. Montrer que les plans (ABC) et (M;MyMs) sont paralléles.

2. Montrer que les segments [A, M|, [B, Ms] et [C, Ms] se coupent en leur milieu.

Solution:
Dessin = {A, B7 C, M, Al, Bl, Cl, Ml, MQ, Mg}
Les points purs choisis sont A, B, C, M.

Les points composés sont Ay, By, Cq, My, Mo, Ms. Points purs
On a les découpages successifs: A B,C,M

— — — — — —

0 = BA; — A C = —-0B—-0C+20A4,

— — —— — — —_—

0 = CB, — B1A = —0A—- 0C+20B;

— — — — — —

0 = AC, — C1B = —0A—- OB+20C;

— — —

0 = A M+ MiA;, = 204, — OM; — OM

— —_— —

0 = —BM+ MyBy = 20B;— OMy;— OM

— P — —_—

0 = —Ci1M+ M3C; = 20C;— OM3— OM

On déduit les descriptions des points composés:

5 —_— — —_— —
04, = 9BFOC OA, = 0B+0C
> 0A+OC - — =
OB, = £ OB, — OAJQrOC
N —_— —
00, = OA+ OB .
1 2 OCl — OA—;OB
—_— — — —
OM, = OB+ OC — OM R,
OM, = OB+ OC - OM
— — —
OMy = OA+ OC — OM
— — — —
y . OM; = OA+ OC — OM
OM3 = OA+ OB—- OM
— — — —
OM; = OA+ OB — OM

—_
1/. Calculons le vecteur MjM;. On a:

—_— —

—_ —
MMy = OA— OB = BA

—_
Calculons le vecteur Mi;Ms. On a:

—_— — —
MMy = OA— OC = CA
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2/. Soient Jp, Jo, J3 les milieux des segments mentionnés.
Dessin = {A,B,C, M, Ay, By,Cy, My, My, Ms, J1, Jo, J3}
Les points Ji, Jo, J3 sont composés.

On a les découpages successifs:

— — _ — —_— —
0 = Ay — 1My = —0A+20J1 — OM;
— — _— — — —
0 = BJy— JoMy = —OB— OM;+20Jy
— — _ — — —
0 = CJ3— JsM3 = —0C+20J3— OMs3

Tenant compte des points composés précédents, on déduit:

— _— — — _— — — =

= A1 — My = —-0OA+20J,— OB—- OC+ OM
— _— — S — —
0 = BJy— JMy = —OA— OB—- 0C+20Jy+ OM
— _— — —_—  — = —_— —
0 = CJ3— JsM3 = —OA—- OB—-0C+20J3+ OM

On déduit les descriptions des points composés:

—_— — — —
OJ;, = OA+0B+0C-0M
_— — = —
0Ty = OA+0B+0C=0M
—_— = = —
OJs = OA+0B+0C=0M

donc J; = Jy = Js.

—
OJp
—
OJy

OJs

La géométrie vectorielle par I'informatique

OA+0B+0C—0M

2

— —

— —_—
OA+ 0B+ 0C-0M
2

e
OA+0B+0C—-0M
2

Exercice 6.2.3
Soit ABC'D un tétraédre et E| F des points tels que l’on ait

— — — — —
AF = AC-2AB ED = 2EC

(GGLE) avec le plan (ABC).

Soit G (resp. G1) le centre de gravité du triangle ACE (resp. BEF ). Déterminer lintersection du plan

Solution:

Dessin = {A,B,C,D,E,F,G,G1}
Les points purs choisis sont A, B, C, D.
Les points composés sont F, E, G, G;.
On a les découpages successifs:

— — — — — — — —
0 =2AB—- AC+ AF = -20A+20B - OC+ OF
— — — — — —

0 —2EC+ ED = -20C+ OD + OF

0 = GA+ GC+ GE = OA+ OC + OE —30G
— — — — —
0 = GiB+ GiE+ G1F = OB+ OF + OF —30G;

On déduit les descriptions des points composés:

Jean-Paul Jurzak

Points purs
A B,C,D
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— —_— — — —_— =
_ OA+30C-0D _ OA4+30C-0D
0G = ) oG = )

— — P —
> _ 20A-0B+30C— 0D _ I
0G, = 3 0G, = 20A-0B+30C-0D

3

Dessin = {A,B,C,D,E,F,G,G1,H}

Détermination d’un point H € (GG1E) N (ABC) :

Le point H est composé.

Comme H € (GG1E), on a, en choisissant les inconnues fi1, f2

—

— — —
OH = (1 —p1 — p2) OF + 11 OG + pa OGy
On déduit:

— e — —_—
—O—]—j . (,ul +2M2) A—Mg OB+(6—3,U,1 —3M2) OC+(—3+2,U,1 +2M2) OD
B 3

ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, C, D

=3+ 2u1 + 2p2
3

w1+ 2u9 — 2
3 7 3’

2 — p1 — p2,

Comme H € (ABC), on a, en choisissant les inconnues v, 2
— — — —
OH = 11 OA+1, 0B+ (1 — 1 —I/Q)OC
ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, C, D

v, v, 1_V1_V27 O

La résolution du systeme linéaire d’inconnues pq, p2, v1, V2 donne

3 1
M1:§+3I/2 /,L2:—3I/2 V1:§—I/2 s €R

On déduit que:

=7 (1-21) OA+21, OB+ OC =7 (1-21) OA+21, OB+ OC
OH = - OH = s

soit

— — — —

OA+ OC —20A+20B
5 + 1 2

C’est I’équation paramétrique d’une droite passant par le milieu du segment
—
[AC] de vecteur directeur AB.

—
OH =
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Exercice 6.2.4
Soit ABCD wun tétraédre et E, F,G, H des points tels que 'on ai

S
<~

— — —
2AB—- AE+ AF =
— —

FF—-2FH =
— — —
GA+2GE+ HD =
— — —
—BC+3GF+ HF

=IR=lR=1g=1}

Déterminer lintersection de la droite (AH) avec le plan (CFB).

Solution:

Dessin = {A,B,C,D,E,F,G,H}
Les points purs choisis sont A, B, C, D.
Les points composés sont F, E, G, H.

On a les découpages successifs:
— — — —

— — — —
0 =2AB— AE+ AF = —20A+20B—- OFE+ O

— — P — — — —
0 = EF—-2FH = OE+ OF-20
— — — — — — — — —
0 = GA+2GE+ HD = OA+ OD+20FE—-30G - O
— — — — — — — — —
0 = —BC+3GF+ HF = OB— OC+40F -30G — OH
On déduit les descriptions des points composés:
AP _ —30A+30B+0C+0D
OF — +30B+0C+
AR _ —TO0A+70B+0C+0D
OF — + 2+ +
O/ — —TOA+90B+0C+30D
oOG = =
NE —50A+50B+0C+0D
OH — +50B+0C+

Dessin = {A,B,C,D,E,F,G,H,K}

Détermination d’un point K € (AH) N (CFB):

Le point K est composé.

Comme K € (AH), on a, en choisissant les inconnues i

— — —
OK = yy OA+(1—p1)OH

On déduit:

— — —

(=54 7m)OA+(5—5u1) OB + (1 — 1) OC + (1 — p1) OD

.
&=

=l

Points purs
A, B,C,D

— —_— —  —
_ —30A+30B+0C+0D
- 2

— —_— = —
_ —T7T0A4+70B+0C+0OD
- 2

OK = 5

ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, C, D

-5+ Ty —5(=14m) 1—wm 1—m
2 ’ 2 ’ 2 2

Jean-Paul Jurzak

_ —70A+90B+0C+30D
= 6

— —_— = —
_ —50A+50B+0C+0D

2
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Comme K € (CFB), on a, en choisissant les inconnues vy, vy

—

— — —
OK = (1—1/1—V2)OB+1/100+1/20F
On déduit:

— — — —
O—I>( =31 0A+ (2 -2v1 +12) OB + (2v1 +12) OC + 1, 0D
B 2

ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, C, D

—3v9 2—-2v1 4+ 1 2v1 + 1o 12

2 7 2 ’ 2 72

La résolution du systeme linéaire d’inconnues 1,1, o donne

1 1

On déduit que:

N — —_— = — N — —_— = —
_ —=30A+50B4+0C+0D _ =30A+50B+0C+0D
OK = L OK = L
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CHAPITRE

7

La géométrie vectorielle par I'informatique

Transformations et lieux géométriques

7.1 Lieux géométriques

Exercice 7.1.1

On considére dans espace une droite (D) fize et 2 points A et B n’appartenant pas a (D). Un point C
décrit la droite (D). Quel est le lieu géométrique du centre de gravité G du triangle ABC ?

Solution:

Désignons par J, K deux points distincts de la droite (D).
Dessin = {A,B,C, J, K,G}

Les points purs choisis sont A, B, J, K.

Les points composés sont C, G.

Comme C € (J, K), il existe a tel que JC' = a JK.

On a les découpages successifs:

—

— —_— — — —
0 = JC—-alJK = 0C+(-14a)0J —aOK
— — — — — — —— —
0 = GA+ GB+ GC OA+ OB+ 0C -30G
On déduit:
— — —
oC = (1-a)0J+a0OK
Py OA+OB+(1-a)0J+aOK
oG = (1-o)
On a donc:
— — — — —
O—C:‘ _ 0A+ OB+ OJ + (—a0J + aOK)
N 3
OA+ OB+ OJ
- ZAT . - +%J_f(

N

donc G décrit une droite parallele a (D) passant par le centre de gravité du

triangle ABJ.
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7.2 Composées de translations et d’homothéties

La géométrie vectorielle par I'informatique

Exercice 7.2.1 (composée de 2 homothéties)

Soient h1 une homothétie de centre I et de rapport ay # 1, ho une homothétie de centre J et de rapport

ag # 1. FEtudier la transformation hso o hy.

Solution:
Soit M un point quelconque. La transformation hg o h; est représentée par
la chaine de calculs

M — hM)=M — hy(M) =DM
Il nous faut calculer ici OMs en fonction de OM.
Les points purs sont M, I, J.
Les points composés sont My, Mo.
—_— — —_— —_—
Par définition, on a M1l = a3 M1 et MsJ = as M4 J.

On a les découpages successifs:

— — — — — —

0 = Ml —oa1 MI = —OM1+(1—041)O[+0410M

— — —_— —_— — —

0 = —ag MyJ+ MyJ = asOM;— OM;y+ (1 — 042) oJ
On déduit:

—

—
OM; = a1 OM + (1 — Oél)OI
—_— — — —
OM>; = ajas OM + <O¢2 — 041042) I+ (1 — 042) J
—_
Lorsque ajas # 1, OMs est de la forme:

—_— —

OMy = EOM + (1 — k) Of
avec k = ajag et
_)

’%
o6 — (g — a1a2) O 4+ (1 — ) OJ

1-— 109

donc ho o hy est une homothétie de rapport ajas et de centre €2 égal au
barycentre de {I, (aa — ayae)} et de {J, (1 — a2)}.

—
Lorsque ajas =1, OMs est de la forme:
—

— — —
OMy = OM“’“(O[Q*l)OI‘i‘(l*aQ)OJ

. N — —
donc hg o h; est une translation de vecteur v = (ag —1) Ol + (1 — a2) OJ.
Ce vecteur @ est indépendant du point O puisque la somme des coefficients
intervenant dans I’expression de % est nulle.

Jean-Paul Jurzak

Points purs
M,I,J

—

—
OM; = a1OM + (1—&1)0[

—

—
OMs = a9 OM + (1 —042) J
—
—|—(042 — alag) or
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Exercice 7.2.2 (composée homothétie et translations)
Soient U et v 2 vecteurs et h une homothétie de centre I et de rapport o # 1.
Etudier la ransformation t ohot—.

Solution:
Soit M un point quelconque. La transformation ¢t o hot— est représentée
par la chaine de calculs

M — tﬂ(M):Ml e h(Ml)ZMQ — tﬂ(M):Mg

. . % . —)

Il nous faut calculer ici OMj3 en fonction de OM.
Les points purs choisis sont M, I. Points purs
Les vecteurs o et © ne peuvent étre identifiés & des points purs, bien qu’ils M, I
soient gérés tels quels dans les calculs. En réalité, chacun d’eux est de la

_ —_— — . N — —
forme w = OUy — OU; avec Uy, Us points purs, et v = OVy — OV) avec
V1, V5 points purs.
Les points composés sont My, My, Ms.
Chacune des transformations donne lieu & un découpage automatique.
Les relations successives

MM1 = 7 MQI: aM1I M2M3 = 7

impliquent
0 = MMi—-% = OM,— OM+ @
— —_— — —_— —_— —
0 = Mol —a M1 :OéOMl—OM2+(1—Oé) I
— - N ——— —_ N
0 :M2M3—U :OMg—OMQ—U
donc
— — N
OM1 = OM+ U
—_ — —
OM; =aOM; —i—(l—a) I
— —_— N
OM3 = OM2+ v
En substituant progressivement, on obtient:
OM; = (aOM; + (1—a)OI) + ¥
donc
7 -, =
OMs = aOM+(1—-—a)Ol+avw + v
Cette expression est de la forme OMs = aOM + (1 —«) o1
N _ . +au+ T
OMs; = aOM + (1 —a) OS2
avec

— —

1-a)0Q=1-a)Ol+au + 7

!
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identique a R
1-a)IQ=au + 7

— =
auU+ v

(I—a) -

donc 2 est le translaté du point I dans la translation de vecteur
Ainsi, t o h ot est une homothétie de rapport « et de centre (.

Exercice 7.2.3 (composée homothétie inverse- translation-homothétie)
Soient W un vecteur et t— la translation correspondante. Soit h une homothétie de centre I et de rapport
a # 1. Etudier la ransformation h™ ot o h.

Solution:
Soit M un point quelconque. La transformation h=! ot oh est représentée
par la chaine de calculs

M — AWM =M — tz(M)=M — hYM)=DM;

Il nous faut calculer ici O—]\/[;; en fonction de O—]\j .

Les points purs choisis sont M, I.

Les points composés sont My, My, M3. Points purs
Chacune des transformations donne lieu & un découpage automatique. M, T
Les relations successives

—_— _— — s 1 —
IMy=alIM M My= « IMs=—1IM>
«

impliquent

—

— — — — —
= MiI—aMI = -OM+(1-a)Ol +aOM
s _ — — N
= MMy — u —OM;+ OMy — u
— — — I —
= —MQI—{—OéMgl = OMQ—C)(OM3+(—1+()¢) I

—
0

—
0

donc R

—
OM; =aOM+ (1 —a)OI
e e
OM, M+ u
— 1 A7 | (a-1) A3
OM;3 = OMy + ——0OI

I
Q

En substituant progressivement, on obtient d’abord:

—~

-1
o )—I>

OM3 = ~(OM; + W)+

o
o

puis

- b — b —
OM3 = OM + - OMs = OM + %

R ‘:L

La transformation h=! o t— o h est donc une translation de vecteur
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7.3 Exemples divers

Exercice 7.3.1

Soit un triangle ABC et Ay, By, Cy les milieuz respectifs des bipoints (B,C), (A,C), (A, B). Soient M
un point quelconque du plan et I, J, K les symétriques respectifs du point M par rapport a A1, By, Ch.
Démontrer que le triangle IJK est l'image du triangle ABC' par une symétrie centrale dont on précisera
le centre.

Solution:
Dessin = {A,B,C,M,I,J, K, Ay, B1,C1}
Procédons de maniere automatique. On a les découpages successifs:

— —_— — —_—  — —
0 = BA; - A C = —-0B-0C+20A4,
— e T = e
0 = ABy — BC = —-0A-0C+20B;
— —_— — —_— = —
0 = AC;—-CiB = —-0OA-0OB+200;
— —_— - —_— = —
0 = JA1 — AM = -0 - 0OM+204;
— e T — —
0 = JBi—B M =-0J-0M+20B;
— —_— = —_— —
0 = KCOi—CiM = —-0OK—-0M+20C

La résolution de ce systeme linéaire donne:

—_ = = —_ = =
i _ —OI+0J+O0K+0OM A4 _ —OI+0J+OK+O0OM
OA = : OA = =
OB Ol—0J+OK+0M — Y Iy Ty vy’
OB = 5 OB — OI-0J+O0K+OM
= 2
—_— = = ——
A _ OI+0J— OK+O0OM .
oC = 2 oc — Ol+0J—OK+0M
= 2
—_— —
1+OM
0A; = &5 .
OAl _ I+20M
—_— —
* _ OJ+OM
Of = ? OJ+OM
— OBl = 2
OCl _ OK+0OM
= 2
0OC; = OK+O0OM

Les points purs sont donc I, J, K, M.
Les points composés sont A, B,C, A1, By, Ch. Points purs

I,J,K,.M
Soit s une symétrie de centre et P, P’ deux points tels que s(P) = P'.

. = g
L’équation vectorielle P2 = QP’ équivaut a:

—

N .
OP' = —-0P+209Q
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Pour déterminer €2, nous devons calculer w, mais nous ignorons si
s(A) = I ou J ou K. Comme la transformation s doit échanger le triplet

ABC en le triplet IJ K, nous contournons la difficulté en calculant la somme

— — — — — —
. OA+ OB+ OC + Ol + OJ + OK

301
2
qui implique
— — — —_—
— I+ O0J+ OK+ OM
0N = 1

En calculant successivement — 0—15 + 20—S>l avec P = A, puis B, C, nous
déduisons que s(A4) =1, s(B) =J, s(C) = K.

Ainsi, le triangle IJ K est I'image du triangle ABC' par une symétrie centrale
de centre (), équibarycentre de I, J, K, M.

On remarque que

Ol + OJ + OK +30M
OA+ OB+ OC = ++2+

donc on a aussi:
—

I
+
Sl
o |+
N
|
S
=|

Exercice 7.3.2
On donne un triangle ABC' et un point P non-situé sur l'une des droites (AB), (AC), (BC). On désigne

par M, N, R les milieur des cotés (AB), (BC), (AC). Soit k un réel différent de —2 et h I’homothétie
de centre P et de rapport k qui transforme les points M, N, P respectivement en Cy, Ay, By.
Montrer que les droites (AA1), (BB1), (CC1) se coupent en un méme point I dont on précisera la position

sur chacune de ces droites.

Solution:
Dessin = {A,B,C,M,N, P, R}
Les points purs choisis sont A, B, C, P.

Les points composés sont M, N, R. Points purs

On a les découpages successifs: A B,C,P
— — — — — —
0 = AM— MB = —0OA—- OB+20M
— — — — — —
0 = BN— NC = —0OB— 0OC+20N
— — — — — —
0 = AR— RC = —0OA—- OC+20R
On déduit les descriptions des points composés:
AN 0A+ OB oYY 0A+ OB
OM = &5552 OM = O4%
ON — 0B0C ON _ 0B:+aC
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OR = 3 OR — 0.442r oc
Dessin = {A,B,C,M,N,P,R, A1, B1,C1}
Les nouveaux points composés sont Ay, By, Cy.
On a les découpages successifs:
— —
0 = PCy—kPM = OCy —kOM+ (k—-1)0OP
— — — — — —
0 = PA\,—kPN = OA —kON+ (k—-1)OP
— — — — — —
0 = PBi—kPR = OB1+(k—1)OP —kOR
Tenant compte des points composés précédents, on déduit:
kOA— kOB +20C; +2(k — 1) OP
T = POl kpai = POAZROBR2OCE2EZY
20A, — kOB — kOC +2(k — 1) OP
_ — — —
T = P, - kPN = 204 oc
kOA+20B; —kOC +2(k — 1) OP
0 = PB; - kPR = 20AT2OBZLOCH2EZ])
On déduit les descriptions des points composés:
O—Al) _ kOB+k oc2+2(1—k;) oP O—A{ _ kOB+kOCQ—|—2(1—k) OP
O—>Bl _ & A+kOC;r2(1fk) opP O_Bf _ k(ﬁHk(Y);zu—k)cﬁa
payas k OA+kOB+2(1—k) OP . _
oC, = kOB +2(1—k) ~—>  LOA+kOB+2(1—k)OP
ocy, = 3
Dessin = {A,B,C, ]\47 N, P, R,Al,Bl,Cl,Il}
Détermination du point Iy € (AA1) N (BBy):
Le point I; est composé.
Comme I; € (AA;), on a, en choisissant les inconnues 11
— — —
O, = (1 — ,Uq) OA; + 1 OA
On déduit:
— — — —
of 21 OA+ k(1 —p1) OB+ k(1 — 1) OC + (1 — k)(1 — 1) OP
1 pr—

2

ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, C, P

. k(lgﬂl)? k(1;u1)7 (1= k)(1 = )

Comme I; € (BBj), on a, en choisissant les inconnues v;

oI, = (1—V1)O—Bl>+1/10_B>
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On déduit:

—

k(1 — 1) OA + 201 OB + k(1 — 1) OC + (1 — k)(1 — 1) OP
2

ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, C, P

k(1 —11) k(1 —11)

T, v, Ta

La résolution du systeme linéaire d’inconnues p1,v; donne

—
oL =

(1 — k)(l — Vl)

On déduit que:

7 _ kOA+kOB+kOC+(2—2k) OP 7 _ kOA+kOB+kOC+(2—2k) OP
on = 4k OhL = 2+k

Dessin = {A,B,C, M, N, P, R, Al,Bl,Cl,Il,Iz}

Détermination du point Is € (AA1) N (CC):

Le point I5 est composé.

Comme I € (AA;), on a, en choisissant les inconnues /1

— —
o, = (1 — U1 OA; + 1 OA
On déduit:
—

— — —
oL — 2u1 OA+ k(1 — 1) OB+ k(1 — 1) OC + (1 — k)(1 — 1) OP
y =
2

ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, C, P

. k(l;m)’ k(lgm)’ (1= k)1 = 1)

Comme I € (CCY), on a, en choisissant les inconnues v

—

— —
O, = (1 — 1/1) oCy +1v10C
On déduit:

— — — —
oL, E(1-11)0OA+ k(1 —v1)OB+2v,0C+ (1 —-k)(1—v1)OP
2 =
2

ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, C, P
E(1—1v1)  k(1—11)
2 ’ 2 ’

La résolution du systéme linéaire d’inconnues 1 donne
1,71

v, (l—k)(l—yl)

On déduit que:
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O — k OA+k OB+k OC+(2—2k) OP O — k OA+k OB+k OC+(2—2k) OP
2 = 2+k 2 = 21k

— —
On a donc OI; = Olg;c)ionc Iy = I,. De méme, I} = I3.
Calculons le vecteur Al;. On a:

— — — —
. 20A+kOB+EOC+(2—2k)OP
Al = 2+ k

—
Calculons le vecteur A;I;. On a:

— —_— — —
——  2kOA—-Kk?*OB - k?>0C — (2k — 2k?) OP
Al =
22+ k)
On a ainsi
— -2 —
AIl - ? AlIl
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CHAPITRE

8

Essar d’algorithmaque

Ce chapitre esquisse 'algorithmique générale de résolution d’'un exercice de géométrie vectorielle. Le
lecteur informaticien peut d’emblée se reporter a la section 8.3.

La méthode informatique proposée est un classement informatique des points d’un exercice donné, en
points purs et en points composés, avec obtention du descriptif de tout point composé en recourant
systématiquement a la résolution d’un systéme linéaire. Pour une telle démarche, il s’avere impératif de
supprimer des termes intuitifs de la géométrie et les remplacer par des symboles ou artifices réellement
utilisables en programmation.

8.1 Points temporaires et formulation usuelle d’un I’exercice

La géométrie vectorielle utilise un vocabulaire intuitif dans lequel les concepts de vecteurs, de parallélisme,
de translations, --- sont considérés comme naturels car adaptés a nos perceptions humaines. La mise
sur pied de méthodes automatiques de résolution doit formuler I’ensemble de ces concepts en termes de
points: a cette fin, il convient d’introduire des points temporaires 77,75, - -.

e Ainsi, la phrase

”Une droite (A) coupe les cotés (BC), (AC), (AB) d’un triangle
ABC en Al,Bl,Cl ”

se modifie en

"Soient A; et B; des points situés sur les cotés (BC) et (AC) d'un
triangle ABC.
La droite A1 B; coupe le coté (AB) en Cy 7.

e La phrase suivante

"Dans un tétraedre ABC D, soit I un point du segment AB.
Le plan parallele au plan (BCD), passant par I, coupe le segment
(AC) en J et le segment - - -”

contient ’expression intuitive ”plan parallele”. Elle se modifie en
faisant appel a des points temporaires 17 et T5 permettant la descrip-
tion précise de ce plan parallele sous forme d’un ensemble linéaire
déterminé par 3 points. On obtient

Jean-Paul Jurzak Page 92



Chapitre 8  Essai d’algorithmique La géométrie vectorielle par I'informatique

”Dans un tétraedre ABC D, soit I un point du segment AB.
. . — — = —
Soient T et Th des points tels que [T} = BC et 115 = BD.
Le plan (IT1T3) coupe le segment (AC') en J et le segment - - -”
e La phrase
”Soit u un vecteur quelconque et ¢ la translation de vecteur ETA
se modifie en utilisant des points temporaires, selon

”Soient T3 et Ty des points quelconques et tT1—T2> la translation correspondante ... ”

Le concept de vecteur abstrait doit disparaitre et devenir un concept lié a un couple de points.

8.2 Exemples d’intervention des points temporaires

Exercice 8.2.1

Les diagonales d’un quadrilatére convexe ABCD se coupent en I. Les paralléles a (BC) et (CD) meneés
par I coupent respectivement (AB) en M et (AD) en N. Montrer que la droite (M N) est paralléle a la
droite (BD).

Solution:
Dessin = {A,B,1,C, D}
Les points purs choisis sont A, B, I.

Les points composés sont C, D. Points purs
On a les découpages successifs: A B, I
— — — — — —
0 = —alA+ IC = —a0OA+ OC+ (-14+a)0O1

— — — P — —
0 = —BIB+ 1D = —BOB+ OD+ (8—1)01

avec « et 3 constantes réelles.
On déduit les descriptions des points composés:

— — — — —
OC = aOA+(1-a)01 OC = a0OA+(1—-a)
— — — N N
OD = BOB+(1- )OI 0D = BOB+(1— p)

La parallele & la droite (BC') (resp. a la droite (C'D)) passant par I est la
droite (IT}) (resp. la droite (IT,)) avec 11, T, points temporaires vérifiant
— — — —

BC = ITy et CD = I1T5.

Dessin = {A,B,I,C,D,T1,T»}

Les points composés sont 17, T5.

On a les découpages successifs:
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J

— —
— —
= —-CD+ ITy = OC - OD — OI + OT,

I sl
| =l
| 2

ol =
|

Tenant compte des points composés précédents, on déduit:

— — — — — = -
0 = —BC+ T, = —a0OA + OB+(—2+O[)OI+ OT1
— — — — — — e
0 = —CD+ ITy, = aOA—BOB+ (~1—a+B3)0I+ OT,
On déduit les descriptions des points composés:

—

— — —
OT, = aOA— OB+ (2—a)0OI

—

— — —
OT, = —aOA+ OB+ (1+a—p)0I1

Dessin = {A,B,I,C,D, T\, To, M }

Détermination du point M :

Le point M est composé.

Comme M € (IT}), on a, en choisissant les inconnues

—_— — —
OM = u Ol + (1 - Ml)OTl
On déduit:
— — — —
OM = a(l—pu1)OA+ (u1 —1)OB+ (2—a— p1 +auy) OI
ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, T
a(l—p), =14, 2—a—p+om
Comme M € (AB), on a, en choisissant les inconnues v
— — —
OM = leA—i—(l—z/l)OB
ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, I
v, 1- Vi, 0
La résolution du systeme linéaire d’inconnues p1,v; donne

-2+« «

=7 T Oxa

On déduit que:
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Dessin = {A,B,I,C,D,T\,T5, M, N}

Détermination du point N :

Le point N est composé.

Comme N € (IT3), on a, en choisissant les inconnues

— — —
ON = M1 OI+ (1 — ,u1) OT2
On déduit:
— —_— — —
ON = (—a+am)OA+ (B—Pu1)OB+ (1+a—pF—au + Bu)OI
ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B,
a(-1+m), BAl—m), l4+a—-PF—am+PBm
Comme N € (AD), on a, en choisissant les inconnues 14
— — —
ON = VlOA—I—(l —I/l)OD
On déduit:
— — — —
ON = V10A+6(1—V1)OB+(1—,B—Vl—l-ﬁljl) I
ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, I

vi, Bl -wn), (=1+p8)(=1+w)

La résolution du systeme linéaire d’inconnues p1,v1; donne

o o
= % =
M=T7. T Tira
On déduit que:
~~ _ aOA-BOB+(6-1)01 ~~ _ aOA—BOB+(6-1)01
ON = ey ON = —1+a

—_—
Calculons le vecteur M N. On a:

—

(1—B)OB+(8—1)01
-1+«

—_—
MN =

—
Calculons le vecteur BD. On a:

—

BD = (3—1)0B+ (1—p)0I

On a ainsi

Jean-Paul Jurzak Page 95



Chapitre 8  Essai d’algorithmique La géométrie vectorielle par I'informatique

Exercice 8.2.2

On considére un quadrilatére convexe ABCD et un point Ay €]A, B[. On désigne par By le projeté de
A1 sur [B, C| parallélement a (AC), par Cy le projeté de By sur [C, D] parallélement a (BD), par Dy le
projeté de Cy sur [A, D] parallélement a (AC).

Montrer que la figure AyB1C1D1 est un parallélogramme.

Cet exercice se résoud traditionnellement par applications successives du théoréme de Thales: la solution
obtenue est en général tres courte. Il n’en va pas de méme pour la solution automatique.

La solution proposée pour cet exercice est purement informatique. Le terme ”parallelement” et le terme
”projection”, inadaptés a la démarche algorithmique disparaissent par introduction de points temporaires
T1,T5, - - permettant la manipulation du vocabulaire de la transformation géomtrique.

Ces points temporaires permettent de déterminer tous les points construits comme intersection de droites,
chaque droite étant définie par deux points (nous évitons ici la représentation d’une droite par un point
et un vecteur directeur).

Par exemple, le point B est défini comme 'intersection de la droite (BC) et de la droite (A;77) ou T}

’ . . . ’ . % H
désigne un point temporaire vérifiant A7) = AC.

Solution:

Dessin = {A,B,C, D, A}

Les points purs choisis sont A, B, C, D.

Le point Ay est composé. Points purs
. 7’ . % % 7’

Désignons par k un réel fixe tel que I'on ait AA; = k AB. On a le découpage: A, B,C,D

— —_— —_— — — —
0 = AA, —kAB = OA + (-14+k)OA— kOB

On déduit le point composé:

— — — — —
OA; = 1-k)OA+ kOB OA; = 1-k)OA+ kOB
Le point By est défini comme l'intersection de la droite (BC') et de la droite
—_— —
(A1T1) ou Ty désigne un point temporaire vérifiant A7 = AC.
Dessin = {A,B,C,D, A, T1} .
Le point T} est composé.
On a le découpage:
— — —_— — — — —
0 = AC—- ATy = OA1— OA+ OC — 0Ty
On déduit la description du point composé:
— — — — — — —
OTh = -kOA+kOB+ OC Oy = -kOA+ kOB + OC

Dessin = {A,B,C,D, A, T1,B1} .

Détermination du point Bi:

Le point B; est composé.

Comme By € (A1T1), on a, en choisissant les inconnues pq

—

—_— —
OBl = M1 OA1+(1—M1)OT1
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On déduit:
— — — —
OB; = (—k+ 1) OA+ kOB + (1 — 1) OC
ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, C, D
—k + M, k'} 1- M, 0
Comme By € (BC), on a, en choisissant les inconnues v
— — —
OBl = N OB + (1 — 1/1)00
ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, C, D
07 ", 1- ", 0

La résolution du systeme linéaire d’inconnues p1,v; donne

On déduit que:

La géométrie vectorielle par I'informatique

—_— — — — — —
OB, = kOB+ (1—-k)OC OBy = kOB+ (1—-k)OC
Le point Bj est défini comme l'intersection de la droite (C'D) et de la droite
e —
(B1T5) ou Ty désigne un point temporaire vérifiant B;T» = BD.
Dessin = {A,B,C,D, Ay, T1, B1,T>} .
Le point T5 est composé.
On a le découpage:
— — —_— — — — —
0 = BD— BTy, = OB1— OB+ OD — OTy
Tenant compte des points composés précédents, on déduit:
— — —_— — — — —
0 = BD— BT, = (-1+k)OB+(1—k)OC+ OD — OTy

On déduit la description du point composé:

— — — —

Oy, = (-1+k)OB+(1—k)OC+ OD

— —
Dessin = {A,B,C,D,Al,Tl,Bl,TQ,Cl} . OTs —1+k) OB
z . . . —_— —_—

Détermination du point Cy: +(1—-k)OC + OD

Le point C] est composé.
Comme C; € (B;T3), on a, en choisissant les inconnues

— — —
OC) = OBy + (1 — 1) OTy
On déduit:

—

OCy = (~1+k+pu)OB+ (1 —k)OC + (1 — 1) OD
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ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, C, D
07 _1+k+ulu 1_ka 1_H1
Comme C; € (CD), on a, en choisissant les inconnues 14
— — —
oC; = nod+ (1 — Vl) oD
ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, C, D
07 07 vy, 1-— v
La résolution du systeme linéaire d’inconnues p1,v; donne

H1 = 1-k& vy = 1-k
On déduit que:

—_— — — —_— — —
oC, = (1-k)OC+kOD oC, = (1-k)OC+kOD
Le point D; est défini comme 'intersection de la droite (AD) et de la droite
— —
(C1T3) ou T3 désigne un point temporaire vérifiant C173 = CA.
Dessin = {A, B, C, D, Al, T1, Bl, Tg, Cl, Tg} .
Le point T3 est composé.
On a le découpage:
— — — — — — —
0 = CA-CiT; = OA+ OCy — OC — OT3
On déduit la description du point composé:
— — — — — — —
OTs = OA—EkEOC+kOD OTs = OA—kOC+kOD

Dessin = {A, B, C, D, Al, Tl, Bl, TQ, Cl, Tg, Dl} .
Détermination du point Dy:

Le point D; est composé.

Comme D; € (C1T3), on a, en choisissant les inconnues

—
OD1 = U1 001 + (1 - /~Ll) OT3
On déduit:
— — — —
ODy; = (1 —p1)OA+ (=k+ 1) OC +kOD
ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, C, D
1- M1, O) —k + M1, k
Comme D; € (AD), on a, en choisissant les inconnues v;

OD; = V1CT4+(1—V1)O_D)
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ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, C, D

vy, 0, 0, 1—1

La résolution du systeme linéaire d’inconnues u1,v; donne

On déduit que:

OD) = (1—k)OA+kOD OD; = (1—k)OA+kOD

—_—
Calculons le vecteur A;B;7. On a:
—

—_— —
A1B = (—1+k)OA+(1-k)OC

—_—
Calculons le vecteur D1Cy. On a:
—

DiCy = (1 +k)OA+ (1 —k)OC

On a ainsi

Ai1B1 = Dy

8.3 L’ algorithmique de la géométrie vectorielle

Un exercice tres général de géométrie vectorielle contient des points définis par des équations vec-
torielles précises et des points définis comme intersections de sous espaces affines: ces derniers
points sont parfois délicats a analyser et ils n’ont aucune raison d’étre choisis d’emblée comme points
COmMposés.

L’élaboration progressive du dessin géométrique avec un crayon est instructive a I’élaboration d’une
algorithmique: elle montre que le dessin (associé a un exercice de géométrie) n’est pas un ensemble
abstrait posé tel quel, mais un ensemble qui a subi une progression graphique jusqu’ 'obtention d’un
dessin final. En particulier, certaines droites ne peuvent pas étre dessinées tant que d’autres droites,
d’autres intersections n’ont pas pris place, au préalable, sur le support papier. La mise en place des
points purs et des points composés de 1’exercice doit respecter cette progression, ce qui signifie qu’il est
impossible de brasser en une seule fois ’ensemble de toutes les équations vectorielles.

Les exercices se ramenant directement & une seule liste d’équations vectorielles n’offrent aucune diffi-
culté théorique: la programmation par l'informatique d’un tel exercice est intéressante et facilitée par
I'utilisation d’un programme symbolique.

Pour un exercice quelconque contenant des intersections de sous-espaces affines, nous devons déja
classer les points dans l'ordre de leur apparition en indiquant ceux qui sont des points d’intersections
(ceci correspond a l'ordre dans lequel est effectué le dessin).

Nous désignons par des lettres majuscules les points associés a des relations vectorielles, et par des lettres
surmontées d’un trait, les points associés a des intersections de sous-espaces affines.

Nous pouvons admettre que I'exercice se présente comme suit. Soit
{A11A2a te aAnuﬁlaEa T aMk17317327 t 7Bn27ﬁlaﬁ2> T 7Nk27 T ,etc}

la liste progressive de tous les points de 1’exercice, avec
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{41, Ag, -+, Ay, } points reliés entre eux par des équations vectorielles précises n’utilisant que le
vocabulaire {A;, A, -+, Ap, }.

{My, Ms,--- , My, } points issus d’intersection de sous-espaces affines dont la description n’utilise
que le vocabulaire {A;, Ao, -+, Ap, }.

{Bi1, Ba, -+, By, } points reliés entre eux par des équations vectorielles n’utilisant que le vocabulaire
{A17A27 e 7ATL17M17M27 o 7Mk1}'

{N1, N3, -+, Ni,} points issus d’intersection de sous-espaces affines dont la description n’utilise
que le vocabulaire {A;, As, -+, Ap,, My, Mo, -+ ,My,,B1,Ba,--- , By, }.

e Et ainsi de suite.

L’algorithmique proposée considére déja le groupe {41, Ag, -+, Ay, }. Comme indiqué dans le chapitre
Initiation, le découpage automatique aboutit a une liste d’équations vectorielles (soit p le nombre
d’équations de cette liste) du type

— —

a1 OA1 + a2 OA;

— —

a1 OA1 + ag OAs
4o

— —

ap1 OA, + ap2 OAs

—_— j=n1—1 —
+ al(nl—l) OAnlfl + (]. — Ej:l alj) OAn1 =
D E— ]:n1—1 —_
+ a2(n171) OAn1—1 + (1 — 2]‘:1 agj) OAn1

o —

o .
+ apny—1) OAn, -1 + (1- Ej';f lapj) OAy,

ololol o]

Tt

ou les a;; sont des coefficients souvent réels, parfois symboliques (e, 3, --). La résolution de ce systeme
linéaire détermine un ensemble de points purs P(1) et un ensemble de points composés C(1).
L’algorithmique considére ensuite le groupe {Aj,Ag,---,An,,M;}. Le point M; appartient &
I'intersection de plusieurs sous-espaces affines Aff;, Affs,..., Aff,. Chaque sous-espace affine qui n’est
pas défini clairement & 'aide des points de la liste {Aj, Ag, -+, Ay, } doit obtenir une re-définition en
construisant des points temporaires T s’appuyant sur la liste {A1, A2, -+, Ay, } (ces préparatifs visent a
supprimer les termes ”direction”, ”parallélisme”): chaque point T} est un point composé qui est associé
a une équation vectorielle simple le représentant.

Au terme de ces adaptations du vocabulaire, on obtient une nouvelle liste de points
{A1,Ag,--+ ,Ap,, T1,To,--- } liés entre eux par des équations vectorielles. Cette liste d’équations vec-
torielles engendre par découpage automatique, un nouveau systeme linéaire dont la résolution détermine
un nouvel ensemble de points purs P(2) et un nouvel ensemble de points composés C(2).

Maintenant, I’'appartenance d’un point I au sous-espace affine Aff; engendre une équation vectorielle avec
des coefficients indéterminés et utilisant le vocabulaire {A;, Aa, -+, Ay, T1,To, - -+ }. Par substitutions
des expressions des points composés C(2), on obtient une équation du style O—>[ = (Eq;): chaque expres-
sion (Eq;) est une combinaison linéaire des points purs P(2) dont les coefficients s’expriment & partir des
coefficients indéterminés.
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A ce stade, il est impératif de controler le nombre de points purs.

e Si le nombre de points purs est de 3 (resp. de 4, de n) pour le plan (resp.pour l'espace R?, pour
lespace R"), la résolution du systéme

(Eq1) = (Eq2) = - = (Eqp)

positionne les coefficients indéterminés des diverses équations les uns par rapport aux autres ou
donne (parfois) leur valeur exacte. En substituant ces solutions dans (Eq;), on obtient le descriptif
du point M;. On poursuit ainsi jusqu’a Mjy,. Puis, on brasse le groupe

{A15A25”' 7An17ﬁ17ﬁ27"' aMklthBQu'” )an}

qui déterminera un nouvel ensemble de points purs P(3) et un ensemble de points composés C(3).
Et ainsi de suite.

e Si le nombre de points purs est excessif, la résolution du systeme

(Eq) = (Eq2) = --- = (Eqp)

ne doit pas étre mise en oeuvre. Deux solutions A) ou B) sont possibles:

A).

On diminue le nombre de points purs en le ramenant & 3 (resp. de 4, de n) pour le plan
(resp.pour I'espace R3, pour I'espace R™) et on attribue des coordonnées barycentriques arbi-
traires pour les autres points purs. Le systeme

(Eq) = (Eq2) = --- = (Eqp)

est alors reformulé avec le nouveau systéme de points purs et sa résolution obtient ainsi le
descriptif du point M;. On poursuit alors comme indiqué précédemment. Cette facon de
procéder est la plus simple a programmer.

. On reprend toutes les équations du style O_)I = (Eq;). Dans chacune d’elle, on remplace O par

I et on brasse toutes les équations vectorielles depuis le départ (le lecteur consultera 1’exercice
3.2.7 qui illustre explicitement la méthode). La résolution du systéme linéaire détermine le
descriptif du point M;. Cette méthode se heurte a des calculs rapidement compliqués.
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CHAPITRE

9

Le théoréeme de Ceva

9.1 Le théoréme de Ceva en dimension n

Exercice 9.1.1 Théoreme de Ceva

Dans un espace affine de dimension n, on donne un polygone de n cotés, de sommets Ay, Ag, -+, Ap
et un point I. On suppose que, pour i = 1,--- . n, Uhyperplan (H;) passant par I et les (n — 2) points
Ay, Ag oo J A1, Aiya, -+ (avee la convention Any1 = Ay, Anya = Aa) coupe la droite (A;Aiy1) en un
unique point I; distinct de A; et A;q1.

Alors

IlAl . I2A2 L IZ'A'L . Infl.Anfl . InAn
Réciproquement, la validité de cette formule implique que les hyperplans (K;) (chaque (K;) est défini par
I; et les (n—2) points Ay, Ag,- -+, Ai_1, Aiya, -+, le point I; étant distinct de A; et Aj+1) se coupent en
un unique point I.

— (-1

On notera que, pour n pair, les points Iy, Io,--- , I, appartiennent & un méme hyperplan (d’apres la
réciproque du théoreme de Menelaiis).

Afin de ne pas proposer au lecteur une solution concentrée et incompréhensible du cas général, nous
traitons explicitement le cas n = 5 qui profile la démonstration du cas n quelconque.

9.2 La demonstration directe en dimension 5

Solution:

Nous devons montrer que
IlAl ) IQAQ ) IgAg ) I4A4 ) I5A5 _ (_1)5
IlAQ IgAg IgA4 I4A5 I5A1

Le point I est barycentre des points Aj, Ao, Az, As, As, donc il existe des
réels aq, as, as, ayg, as tels que 'on ait

— — — — —
0 = o1 A1l + ag Aol + g Azl + oy Ayl
—
+(1 — 0] — 0 — 3 — 044) A5I
Les points purs choisis sont A, Ao, A3, Ay, As.

On a le découpage: Points purs
Ala A27 A37 A47 A5
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—— — —_— —_—
o1 A1l + ag Aol + a3 A3l + g Asl
—_—
+(1 — Q] — Qg — Q3 — 044) A5I
—_— —_— —_— —_—
= —Q1 OA1 — (9 OA2 — Q3 OA3 — Oy OA4

— —
+(=1+a1 + a2+ a3+ aqg) OA5; + O1

On déduit que:

CTj = a1 OA1 + a9 OAy + a3 OAsz + as OA,
—
+(1 — Q1 — Qg — (3 — 064) OAs

Détermination du point Iy: I = a1 OA1 + as OA,
- " —_— —_—
Le point I; est composé. +a3 QAs3 + a4 OA4
Comme I; € (A1A3), on a, en choisissant 1’ inconnue v +(1 -1 — g — as —ay) OAs
— —_— —
O, = 11 OA + (1 — Vl) OA,
Comme I; € (A3A4A51), on a, en choisissant les inconnues ps, 14, 5
— —
O = p3OAz+ pa OAs+ pus OAs + (1 — s — g — ps) OI
On déduit:
— —
Ol = (oq —aqpu3 — aqpy — agps) OAy
—
+(og — agpz — aopg — azps) OAs
—_—
+(a3 + ps — azpz — azps — azps) OAs
+(ag — cuapz + pa — aaprg — oups) OAy
+(1— o1 —ag — a3 —ag — p3 + ajpus + asps + asps + agis
— 4 + o g + copis + aspig + oupis + a1 s + cops + aspis + oups) OAs
ce qui donne pour systeme linéaire
—on(—1+ p3 + pa + pis) =
—ao(=1+ p3 + pa + pi5) =1-n
ag + p3 — agpz — agpg —azps = 0
oy — o3 + g — ogpiy — agpts = 0
On notera que la derniére équation est combinaison linéaire des autres (la
somme des coefficients vaut 1).
La résolution du systeme linéaire d’inconnues us, 4, pi5, 1 donne
b= aq . —Q3 o —Qy . —14+ a1+ as+ ag+ oy
te g+ oo Hs = a1 + a9 Ha a1 + a9 Hé a1 + o
On déduit que:
O_Il) — 0610—A1>+0420—Az> O—I{ — 0410—1‘11>+0420—A£

ai+az ai+oa2
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—
Calculons le vecteur I; A;. On a:

— —_—
a9 OA1 — (9 OA2

_—
LA =
a1+ a9

P
Calculons le vecteur I1A;. On a:

— —
—o1 OA1 + a1 OAy

e
LAy =
a1+ oo
On a ainsi
_— -0 —
LA, = — LA
aq

Détermination du point Is:
Le point I5 est composé.
Comme I3 € (A2A43), on a, en choisissant 1’ inconnue v

— — —
Oly = v90OAy + (1 — 1/2) OAs3

Comme Iy € (A1 A4A5I), on a, en choisissant les inconnues p1, 14, (45

— —
Ol = 11 OA1 + p1g OA4 + s OAs + (1 — 1 — pra — ps5) O1

On déduit:
N —
O, = (o1+p1 —arpr —aypg — arpis) OA

——
+(ag — a1 — aapts — cops) OAs

—5
+(a3 — agpr — azpg — azps) OAs

—

(g — aupir + prg — gy — agps) OAy
+(1 -1 —ag — a3 —ag — 1 + a1p + agpn + aspn + agpu
— g + oy fig + opig + azpg + aaps + arps + aops + asps + agps) OAs

ce qui donne pour systeme linéaire

a1+ g1 — oy — iy —aips, = 0
—ag(—1+ p + pa + ps5) = 2
—a3(—=1+ p1 + pa + ps), =1-1w
Oy — Ougfiy + g — agpiy — agps = 0

La résolution du systeme linéaire d’inconnues p1, 4, pi5, V2 donne

by a9 o oy —14+a1+as+as+ay
2 a9 + (3 H a9 + a3 Ha a9 + (3 Hs a9 + a3

On déduit que:

R — — R — —
_ a20A3+a30A3 _ a20As+a30A3
Ol = == OL = as+az
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—
Calculons le vecteur IpA5. On a:

—_— —
asg OAQ — Qa3 OA3

a9+ a3

—
I2A2 =

P
Calculons le vecteur IrA3. On a:

— —
—ag OAg + g OA3g

LA
2 Qg + a3
On a ainsi
_— —Q3 ——
IQAQ = 7[2143
«

Détermination du point Is:
Le point I3 est composé.
Comme I3 € (A3Ay), on a, en choisissant 1’ inconnue v3

— — —
Ol; = vr30A3+ (1 — 1/3) OA,

Comme I3 € (A1 A2A451), on a, en choisissant les inconnues p1, p2, 45

— —
Ol3 = 11 OA1 + pa OAg + pus OAs + (1 — i1 — p2 — ps) O1

On déduit:
N —
O3y = (o1 +p1 — o — i — agpis) OAy

—
+(ag — aopr + po — aapia — aops) OAs
_—=
+(a3 — agpr — azpa — azps) OAs
—
(0 — agpur — oupiy — agps) OAy

+(1 -1 —ag — a3 —ag — 1 + a1p + agpn + aspn + agpu

— g + oy pig + aopio + aspio + aapio + a1 s + aopis + asps + agps) OAs

ce qui donne pour systeme

o1+ py —aqpy —aqpe —agps = 0
a9 — a1 + po — aopiy — aopts = 0
—ag(—1+p + p2 + ps) = 3
—ag(—=1 4 p1 + p2 + ps) =1-u3

La résolution du systeme linéaire d’inconnues p1, pa, pi5, v3 donne

e s o o) _ —ltartartazt+ay
3 a3+ Oy H a3 + oy H2 a3+ Oy Hs a3 + oy

On déduit que:

R — — R — —
_ a3 0A3+a4 OAy _ a3 0As3+a4 OA4
Ol; = B y— O3 = aztay
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—
Calculons le vecteur I3As. On a:

— —_—
Oy OA3 — Yy OA4

a3 + oy

—
I3A3 =

P
Calculons le vecteur I3A44. On a:

—_— —
—a30OA3 +a30Ay

I3A
304 = a3 + oy
On a ainsi
_— —0l4 —
I3A3 = —— [3A4
o

Détermination du point 1y:
Le point I est composé.
Comme I € (A4A5), on a, en choisissant I’ inconnue vy

— — —
Oly = viOAy + (1 — 1/4) OAs

Comme Iy € (A1 A2A3I), on a, en choisissant les inconnues p1, ug, 113

— —
Oly = 11 OA1 + pa OAg + 3 OAz + (1 — g — po — p3) O1

On déduit:
N —
Oly = (o1 +p1 — o — oy — arpz) OA

—
+(ag — aopr + po — agpia — aopg) OAs
+(og — asp — aspe + p3 — agpz) OAs
=
(o — agpur — oupiy — agpz) OAy
+(1 -1 —ag — a3 —ag — 1 + a1p + agpn + aspn + agpu

—
— 2 + a1 + qopiy + azpio + ouply — p3 + a1z + cops + sz 4+ agps) OAs

ce qui donne pour systeme

1+ i1 — Qi — Qi fle — Qi A3, 0

Qg — Qafi1 + 2 — Qiofly — Qo i3, =0

Qa3 — Qi3] — Qi + 43 — Qg3 =0
—ag(—1+ p1 + po + p3) = 1y
(-1+ar+aztaztag)(=1+p +ps+ps) =1-w

La résolution du systeme linéaire d’inconnues 1, to, 43, V4 donne
y ) ) 9

—Qly a1
Vy = Hr =
—l4+a+aztas —l+a1+az+as
a9 a3
p2 = B3 =

—1+a;+as+ as -1+ a1+ as+ ag
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On déduit que:

— —
O—I> _ —ag OAy+ (—1+ a1+ ag + as + ay) OAs
1 —14+a14+as+as

—
Calculons le vecteur I;A4. On a:

(—1+a1+as+ag+ag) OAs+ (1 — a1 — e — az — ay) OAs

—
I,A, =
—14+a14+as+a3

P
Calculons le vecteur I;As. On a:

QY OA4 — Oy OA5

e
I As =
—14+a1+as+a3
On a ainsi L+ o+ oo + o 4+
— — —_—
(67]

Détermination du point Is:
Le point I5 est composé.
Comme I5 € (A5A1), on a, en choisissant 1’ inconnue v

— —_— P
OI5 = (1 — 1/5) OAl + 1% OA5

Comme I5 € (A2A3A4I), on a, en choisissant les inconnues pg, i3, 14

OI = pz OAs + 13 OAg + g OAs + (1 — py — pg — pua) O1

On déduit:
RN =
OI; = (a1 —aqpg — oqpg — i) OA;

(g + po — Qoo — o3 — Qiafiy) @
(a3 — azpz + p3 — 33 — azjis) OAs
+(o — aapz — aqp3 + pg — agprg) OAy
+(1 =0 — g — a3 —ay — pg + arpg + o + oz + oupo

—
— 3 + s + aops + azps + aaps — pa + o pa 4 cops + agpia + o) OAs

ce qui donne pour systeme

—aq (=1 + po + p3 + pa), =1-u;
Qo + [o — Qofly — Qg — Qofly =0
Q3 — o + (U3 — Q33 — Q3 fig =0
Qg — Oufo — i fuz + fa — Quafly =0
(—l14+ar+as+as+a)(—1+po+ps+pa) = vs

La résolution du systeme linéaire d’inconnues us, t3, 4, Vs donne

b —14+a1+as+ a3+ ay _ a9
5 Atastaztar "7 Tltastastoa
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5 —
oL, = —ag OAy
4 —14oa1+as+as
+ (=14a1+az+az+ay) OAs
—14oa1+az+as
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o3 . Qg
—1l+as+az3+ay Ha —1+as+ a3+ ay

M3 =
On déduit que:

— —
oL, — —a1 OA1 + (=14 a1 + as + a3 + aq) OAs
> —1+a2—|—a3—|—a4

Calculons le vecteur I5As5. On a: Ol = ——u04A
5A5. : 5 7 Tlfoastastos

—1+ai+tastas+as) OAs

a1 OA1 — a1 OAs —14ag+taz+ay
14+ a4+ a3+ ay

—
IsAs =

—_—
Calculons le vecteur I5A;. On a:

—_— —
(14 a1 +ar+az+ag) OA1+ (1 —ag —ag —az — ay) OAs

—_—
IsA; =
—1+a2+a3+a4

On a ainsi
aq

—1+a1+a2+a3+a4

— —
I5A5 = I5A1

On a donc

LA, DAy I3A3 I4Ay  I54s

LAy DLA; LA, LAy T34,
—042'—CY3'—C¥4'—1+041+(12+C¥3+044. a1

a1 Q9 as Q4 —14+a14+ar+a3+ay
-1

9.3 La démonstration de la réciproque en dimension 5
Considérons les 4 fractions

11 A I, Ay I3A5 1, A
LAy 1A I3Ay  I4As

de valeurs respectives a, b, ¢, d distinctes de 0 et de +1. 1l existe des réels
a1, s, ag, a4 tels que lon ait

—a
o
Sors
as
4,

|
S

a3
—l+aitastaztay
ay

En effet, en fixant une valeur non-nulle pour «y, les 3 premieres équations

déterminent g, ag en fonction de aq et la derniere équation détermine alors

ay.

Les points purs choisis sont A, Ao, A3, Ay, As.

Les points composés sont I, I, I3, I4. Points purs
Ay, Ag, Ag, Ay, As
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On a les découpages successifs:

— —_— — — — —
= a1 1A +as [1Ay = (—Oél —042) Ol + a1 OA1 + a3 OAy
— — —_— — — —
0 = aglbAs +azlAs = (—042 — 053) Ol + as OAy + a3 O A3
— —_— —_— — — —
0 = ag3l3As+ayl3Ay = (—063 — 044) Ol3 +a30A3 + a3 OA,
— —_— —
0 = oy l4A4 + (1 — Q1 — Qg — (3 — Oz4) I, A5

—
= (-14+a1+as+a3)0ly
— —
+ays OA4 + (1 —Q] —Qy — Q3 — a4) OAs

On déduit les descriptions des points composés:

OA, —
— —Oé4OA4+(_1+al+a2+a3+a4)OA5

oI, =
—14+a14+a2+as3

Soit I le point défini comme barycentre de
(A1, 1), (A2, a2), (A3, a3), (Ag, 4), (A5, 1 — a1 — g — ag — au)

Le point I est composé.
On a le découpage:
— — —_— — — —
0 = o1 A1l + a9 Aol + a3 Al + g Agl + (1 — Q1 — Qg — Q3 —a4)A5I
— — — —_—
= —Q1 OAl — (9 OA2 — Qa3 OAg — Oy OA4
— —
+(—1+ a1 +azs+ag+as) OAs + Of

On déduit la description du point composé:

O—j = a1 OA; + a3 OAs + a3 OAs + ay OA4
—
+(1 — Q1 — Qg — (3 — 044) OAs

Nous devons montrer que I appartient aux sous-espaces affines engendrés
respectivement par

(A37A4)A5a11) (A17A47A57[2) (AlaAZ)A5a13) (A7A27A37I4)

Il nous suffit de tester 'appartenance a un seul sous-espace affine: pour cela,
déterminons un point R € (A3A4A511) N ([ Asg).
Détermination du point R € (A3A4AsI1) N ([ Ag):

Jean-Paul Jurzak
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5 —_ —_—
_ a1 0A1+a20A2
oL = a1+az
5 — —
_ a2 0As+a30A3
0L = as+asz
5 — —
— a30A3+04 OA4
0L = az+oy
—_— e
_ —ay OAy
Oly = —14+ai+as+tas
+(—1+a1+a2+a3+a4)0A5
—14+ai+as+tas

O = a1 0A1 +ay0A,
—_— <=
+ag3 QA3+ as OA4

—|—(1 — Q] — Qg — Qg — 044) OAs;
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Le point R est composé.
Comme R € (A3A4A514), on a, en choisissant les inconnues ug, pi4, 15

— —
OR = (1—#3—#4—”5)0]1+/J30A3+/J4OA4+/J5OA5

On déduit:
— —
OR = (1 —aips—aips—aips) OA1+(as—asuz—aspus—asus) OAz
al+aoag
+ (a1p3taops) OAsz+(arpatasps) OAs+(arps+azps) OAs
altag

ce qui donne pour coefficients successifs dans Ay, Ao, A3, A4, As

—an(=14pstpatps)  —as(=14ps+ pa tps)
ar + az ’ a1 + @z

y M3, M4, M5

Comme R € (I As), on a, en choisissant les inconnues v
— o —
OR = (1 — 1/2) OAs + 15,01
On déduit:

— — — — —
OR = ajinOA; + (1 — vy + O[QVQ) OAs + azvg OAs + s OAy
—
+<I/2 — V9 — iV — Qu3l/9 — CMVQ) OA5

ce qui donne pour coefficients successifs dans Ay, Ao, A3, A4, As
aive, 1 —wvy+aoro, azve, aqrva, —(—1+a1+az+az+ag)n
La résolution du systeme linéaire d’inconnues us, 4, pi5, V2 donne
3y = a3z g = a4 ps = l—ag—ar—ag—ag vy =1

On déduit que:

—

OR = a10A;+0a90As+a30A3+ a3 OA4
—
—l—(l — Q] — Qg — Q3 —a4) OA;

donc R = I. Ainsi, I appartient aux sous-espaces affines engendrés par

(A37A47A57[1)7 (A1>A4>A5)12)a (A17A27A57I3)7 (A7A27A37I4)' Soit I5 le O—>R = @ +@

point tel que - +a3O0As 4+ ay OAy .
I5A1 . (—1+041+062+043+Oé4) —|—(1—041—042—Oé3—014)OA5
A5 ai

Le point I5 est composé.
On a le découpage:

— _— —_—
0 = a1I5A1+(1—a1—ag—ag—a4)I5A5

— —5 —

= a1 0A1+ (-1+ax+az+ay) Ols + (1 — a1 —ag — ag — ay) OAs
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On déduit la description du point composé:

— —
O—I> B —a1 OA, +(—1+a1+a2+a3+a4)OA5
b -1+ Q9 + a3 + Qg
I1 nous reste a établir que le sous-espace affine (A3 A3A415) contient le point 512 = %
I. Pour cela, déterminons un point H € (AaA3A4I5) N (A1l). +(71+a1+a2+a3+a4)0—145)

Détermination du point H € (AsAsAyls) N (A1D): —ltaztasztas
Le point H est composé.
Comme H € (A3A3A415), on a, en choisissant les inconnues pig, i3, fi4

—

—
OH = p2 OAz + p3 OA3 + pa OAg + (1 — pi2 — pz — p1a) Ol

On déduit:
O—I>{ _ (—ataipptarps+aips) OAL+(—pz+asps+asps+aapz) OAs
—l4aotaztay .
+ (—p3taspstazpstagus) OAz+(—patoaspstagpstogps) OAy
—1+az+taz+ay N
+(71+a1+a2+a3+a4+u27a1u2fazuzfaguzfa4u2+u3falus*a2u3*a3u3*a4u3+u4fa1u4fa2u4fa3u4fa4u4)OA5

—14ao+taz+as

ce qui donne pour coefficients successifs dans Ay, Ao, A3, A4, As

a1 (=1 + p2 + ps + pa) e » —(—14 a1 +as+as+aq)(—1+ p2+ ps + pa)
—1l+as+ a3+ ay ’ ’ B ’ —1l+as+az3+ay

Comme H € (A1), on a, en choisissant les inconnues v;

— — —
OH = 11 04, -f—(]_—l/l)OI

On déduit:
— — —
OH = (Ckl + v — alvl) OA; + (042 — OéQVl) OA,

+(013 — 043111) OAs + (044 — Oé4l/1) OAy
—_—
+(1 — 0] — Qg — Q3 — 0qg — V] + o1 + aoly + ozl + 044V1) OA5

ce qui donne pour coefficients successifs dans Ay, Ao, Az, Ay, As
o1 + v — oy, —C)Q(—l—l—l/l), —043(—14—1/1)
—ag(—1+mn), (~1+ar+az+ag+as)(-1+w1)

La résolution du systeme linéaire d’inconnues us, u3, ft4, 1 donne

po = g p3 = a3 pg = ag v =0

On déduit que:

— —
OH = o OA1+020A2+Q3OA3+044OA4+(1—()&1—042—063—044)OA5

Donc H est le point I et les sous-espaces affines mentionnés passent tous
par ce point.
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