Chapitre4  Théorémes classiques du plan La géométrie vectorielle par I'informatique

CHAPITRE

4

Théoremes classiques du plan

Ce chapitre étudie des théoremes classiques du plan, notamment le théoréme de Menelaiis et le théoreme
de Ceva: nous poursuivons ainsi la méthode mise en oeuvre jusqu’ici.

Ces théoremes peuvent sembler désuets en regard a leur date d’élaboration, en réalité leur utilité devient
évidente pour ’élaboration (ou la simplification) d’une méthode informatique. Par exemple, pour une
droite (A) rencontrant les cotés (BC), (CA) et (BA) respectivement en A’, B’ et C’; le théoreme de
Menelaiis génére directement un systeme d’équations vectorielles reliant les points A, B, C' aux points
A',B’,C". Les équations vectorielles sont d’emblée:

— —
aAC— AB =10
BBA-BC =10
e -
C'A—aBC'B = 0

en raison de la formule

A'B B'C C"A
AC B'A CB

Cette formule est facile & mémoriser en écrivant les 2 lignes

A B C A B--
B C A B C--

et en visualisant chaque colonne (par exemple[%]) pour obtenir la fraction correspondante (ici %)' Le
théoreme de Menelaiis est en fait valable dans un espace affine de dimension n.

Le théoreme de Ceva offre les mémes avantages que le théoreme de Menelaiis: il semble n’étre connu que
dans le cas du plan. La méthode informatique nous permettra d’obtenir la formulation et la démonstration
de ce théoréme dans un espace quelconque (de dimension n): nous renvoyons au chapitre 9.

4.1 Division harmonique et Quadrilatere complet
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Exercice 4.1.1 (Division harmonique)

Soit ABC'D un trapéze conveze. Les cotés non paralléles (AD) et (BC) se coupent en E. On désigne
par F le point d’intersection des diagonales (AC) et (BD). Soient N (resp. M) le point d’intersection
de la droite (EF) avec la droite (DC) (resp. (AB)). Montrer que:

EM  FM
EN  FN
Solution:
Dessin = {A,B,C, D}
Les points purs choisis sont A, B, D.
Le point C' se trouve sur une droite paralléle a la droite (AB) passant par D, Points purs
il ne peut donc étre dessiné n’importe ou dans le plan. Il est donc composé A, B,D
et associé a une formule vectorielle du type D—C>Y =« E ol « n’est pas une
inconnue.
Déterminons le point composé C. On a le découpage:
— — — — — — —
0 = —aAB+ DC = aOA—aOB+ OC - OD
On déduit la description:
— — —_— — — — — —
0OC = —a0OA+aOB+ OD OC = —aOA+aOB+ OD

Dessin = {A,B,C, D, E}

Détermination du point E:

Le point E est composé comme intersection de 2 droites.
Comme FE € (AD), on a, en choisissant I'inconnue fq

— — —
OF = 11OA+ (1 —m)0OD
ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, D
M1, 0’ 1- H1

Comme F € (BC), on a, en choisissant l'inconnue v

—

—
OF = V103—|—(1—V1)00

On déduit:

— — — —

OF = (—a+av)OA+ (a+vy —av;))OB+ (1 —v) OD
ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, D

a(-14+1v1), at+vy—av, 1—1

La résolution du systeme linéaire d’inconnues p1,v1; donne

.~ «o
11—« 14+«

On déduit que:
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Dessin = {A,B,C,D,E,F}

Détermination du point F':

Le point F' est composé.

Comme F € (AC), on a, en choisissant I'inconnue 1

— — —
OF = 1 OA+ (1 — ) 0OC
On déduit:
— — — —
OF = (—a+ i+ o) OA+ (a —apu)) OB+ (1 — 1) OD
ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, D
—a+pr+apr, ol —pr), 1—m
Comme F' € (BD), on a, en choisissant I'inconnue v
— — —
OF = vyOB+ (1 —1v1)0OD
ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, D

07 v, 1_7/1’

La résolution du systeme linéaire d’inconnues p1,v; donne

o' 200 — a(l + )
= 1% = -—————-—
M=15a “1-a
On déduit que:
ﬁ = a0B+0D ﬁ)‘ _ a OB+ 0D

14+«

Dessin = {A,B,C,D,E,F,N}

Détermination du point N :

Le point N est composé.

Comme N € (DC), on a, en choisissant I'inconnue

—

— —
ON = (1—=p1)OC + 1 OD
On déduit:
— — — —
ON = (—a+au;) OA+ (o —au) OB+ OD
ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, D

—a+ap, o— o, 1
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Comme N € (EF), on a, en choisissant 'inconnue
—

— —
ON = 1n OE+(1—V1)0F
On déduit:

— —

— a1+ a)OA+a(-1+a)(l —1v1)OB+ (-1+ a—2av;) OD
ON =
(-1+a)(1+a)

ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, D

oy a(l —vp) —1+a— 2011
—1+a’ 14a > (-14a)(1+a)

La résolution du systeme linéaire d’inconnues p1, 1 donne

1
= — 1% =
H1 5 1
On déduit que:

ON = —on—A)—i-aO—B)—i-QO_D) ON = —cx(ﬂ)—l—aO—B)—i-QO_l))

2
Dessin = {A,B,C,D,E,F,N, M}
Détermination du point M :

Le point M est composé.
Comme M € (AB), on a, en choisissant I'inconnue

— — —
OM = 11OA+(1—m)OB
ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, D
M1, 1- M1, 05
Comme M € (EF), on a, en choisissant l'inconnue v
— — —
OM = 1WOE+(1—1)0OF

En utilisant le calcul précédent relatif a (TV , on déduit:

—

— —
avi(l1+a)OA+a(-1+a)(1—v1) OB+ (=14 a —2av;) OD

OM = (—1+a)(1+a)

ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, D

avy a(l — ) -1+ a—2a1
—1+a’ l+a ' (-1+a)(1+a)

La résolution du systeme linéaire d’inconnues p1,v1; donne

-1+«
2a

1
Ml = 5 yl =
On déduit que:
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P—
Calculons le vecteur EM. On a:

— — —
— (-1—a)OA+ (-1+a)OB+20D

EM =
2(-1+4+ )
—
Calculons le vecteur EN. On a:
— — —
N (—a—a?)OA+ (—a+a?)OB +2a 0D
B 2(—1+ «)
On a ainsi
— 1 —
EM = —EN
o
—
Calculons le vecteur F'M. On a:
— — —
— 1+a)OA+(1—a)OB—-20D
FM =
21+ «)
—
Calculons le vecteur FFN. On a:
— — —
N (—a—a?)OA+ (—a+a?) OB +2a0D
B 2(1+ )
On a ainsi
—_— -1 —
FM = —FN
o

Exercice 4.1.2 (Quadrilatére complet)

Soit ABC' un triangle et une droite (A) qui coupe les cotés (BC), (CA) et (BA) respectivement en Aj,
By et Cy. On désigne par I, J, K les milieux respectifs des segments [A, A1), [B, B1], [C, C1].

Montrer que les points I, J, K sont alignés.

Un quadrilatere complet est la donné d’un triangle et d’'une droite coupant les 3 cotés du triangle. Ainsi,
dans un quadrilatere complet, les milieux des segments diagonaux sont alignés.

Solution:

La droite (A) s’idenfie a la droite By, C1, les points B; et C étant plagés

arbitrairement sur chacune des droites GA et GB.

Dessin = {A, B,C, B1,C}

Les points purs choisis sont A, B, C'.

Les points composés sont By, C. Points purs

On a les découpages successifs: A, B, C
— — —

0 = aAC — AB| = (1-a)OA+a0C — OB,
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e i

— —_— —_
0 = BAB— AC; = (1—-B)OA+BOB — OC,

avec « et 3 constantes arbitraires.
On déduit les descriptions des points composés:

OB, = (l—a)O_/iqLaO—C)’ O_Bl) = (1—a)O_A>4+on—C>’
—_— —_— —_— SN SN _
0C, = (1-5)0OA+30B OC, = (1-8)0OA+B0B

Dessin = {A,B,C, B1,Cy, A1}

Détermination du point Ay :

Le point Ay est composé.

Comme A; € (BC), on a, en choisissant 'inconnue p

— — —

OA, = 1 OB + (1 — ,ul) ocC

ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, C
07 M, 1- M1

Comme A; € (B1C4), on a, en choisissant I'inconnue v

—
OAy = 11 OB + (1 — Vl) 0C,
On déduit:
— — — —
OA; = (1 - B+ By —avy) OA+ (B — Brv1) OB + avy OC
ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, C

1—-p+pBv —avy, —B(-1+v1), an

La résolution du systeme linéaire d’inconnues p1,v; donne

_B-Ba _ —1+p
H1 = 3—a 1 = 3—a
On déduit que:
OAIE _ (B—pBa) OBﬁ—ﬁ-_(;a—l—Ba) oC OA; _ (B—PBa) OBB—&-_(;oH—ﬁoz) oC
Dessin = {A,B,C,By,C1,A1,1,J,K}
Les points I, J, K sont composés. Points purs
On a les découpages successifs: A, B, C
— — — — — —
0 = Al — TA = —0A—- OA1+201I
— — — — —_— —
0 = BJ—-JB) = -0B—-0B1+20J
— — — — — —
0 = CK-KC, = -0C-00C;+20K
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Tenant compte des points composés précédents, on déduit:

— — — —
— — (=8+ a) OA+ (=B + Ba) OB + (a — fa) OC + (28 — 2a) O1
0 = AI-TA, =
08—«
— — — — — — —
0 = BJ—JB; = (-14a)OA— OB—-—a0OC+20J
— — — — — — —
0 = CK—-— KC, = (-1+08)0OA—-p30B—- OC+20K
On déduit les descriptions des points composés:
— — —
a7 - (B—a)OA+ (B—pa)OB+ (—a+ pa) OC
2(8 — )
3 1—a) OA+ OB+a OC
0J = 1=2)0A%
A 1-8) OA+30B+OC
oK = ¢ ) 25
—
Calculons le vecteur JK. On a:
— — —
TR (=B+a)OA+(8—-1)OB+ (1 -a)OC

2

N
Calculons le vecteur IK. On a:

— _ (=B +Pa)OA+ (=B + ) OB + (8 — fa) OC
2(8—a)
On a ainsi
TR = PR IR

4.2 Théorémes de Menelaiis et de Ceva

La géométrie vectorielle par I'informatique

=7 _ (B—a) OA+(B—pa) OB
oI = 2F-a)
(faJrﬂoz)O—C)’
T 25—
— 1—a) OA+ OB+a OC
0J = (=004t OBta
Ok — (1-B8) OA+B0B+0C

Exercice 4.2.1 (Menelaiis dans le plan)

B’ et C'. Montrer que:

A'B B'C C'A
A'C B'A C'B

Soit un triangle ABC' et une droite (A) qui coupe les cotés (BC), (CA) et (BA) respectivement en A,

Solution:

Dessin = {A,B,C,B',C"}

Les points purs choisis sont A, B, C.
Les points composés sont B, C’.
On a les découpages successifs:
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— — — — — —
0 = aAC - AB' = (1-a)OA+a0OC — OB’
— — -_— — — -
0 = BAB— AC' = (1-B8)OA+B0B - OC’

avec « et 3 constantes arbitraires.
On déduit les descriptions des points composés:

— — — —
OB = (1-a)OA+aOC OB’
OC' = (1-8)OA+BOB oc

Dessin = {A,B,C,B',C", A"}

Détermination du point A’ :

Le point A’ est composé.

Comme A’ € (BC), on a, en choisissant 'inconnue y;

— N SN
OA" = 1wOB+ (1 — ) 0OC
ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, C
07 M1, 1- 241
Comme A’ € (B'C"), on a, en choisissant 'inconnue 14
— —_— —
OA" = OB + (1 —11)0C
On déduit:
— — — —
OA" = (1 -8B+ Bvy —avy) OA+ (B — Br1) OB + av, OC
ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, C
L—B+pv —ary, —B(=1+wv1), an

La résolution du systeme linéaire d’inconnues p1,v1; donne

_B-Ba 14§
M1 = 3—a 1= 3—a
On déduit que:
OA — (ﬁfﬁa)O_B;;(;aJrﬂa)CTC OA —

—
Calculons le vecteur A’B. On a:

77 _ (za+Ba)0B +(a - pa)OC
08—«
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—
Calculons le vecteur A’C. On a:

76 _ (B+8a) OB+ (8- ) OC
80—«
On a ainsi (14 p)
AB =~——""" /A
B(—1+ )
—
Calculons le vecteur B'C. On a:
— — —
B'C = (-14a)0OA+(1-a)0C

—_—
Calculons le vecteur B’A. On a:

On a ainsi . 1+ o —
B'C = YBA
«
—
Calculons le vecteur C’A. On a:
—_— — —

C'A = BOA-30B

—
Calculons le vecteur C'B. On a:
—

OB = (-1+8)0A+(1—8)0OB

On a ainsi
ai- 0 _am
—1+p
On a donc
A'B B'C C"A
A'C B'A C'B

La géométrie vectorielle par I'informatique

Exercice 4.2.2 (Théoréme de Ceva)

Soient 3 points A, B, C' non-alignés et M un point du plan (ABC). On suppose que:

les droites (AM) et (BC') sont sécantes en un point Ay différent de C
les droites (BM) et (CA) sont sécantes en un point By différent de A
les droites (CM) et (AB) sont sécantes en un point Cy différent de B

Démontrer que:

AB BiC GA _ |

AlC BlA ClB

Jean-Paul Jurzak
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Solution:

Dessin = {A, B,C, B1,C}

Les points purs choisis sont A, B, C'.
Les points composés sont By, Cj.
On a les découpages successifs:

—> — —_— — — —
0 = aAC — AB, = (1-a)OA+aOC — OB,
— — — — — —
0 = BAB— AC; = (1-B)OA+BOB - OC,

avec « et 3 constantes arbitraires.
On déduit les descriptions des points composés:

— — —
OB = (1-a)0OA+aOC

OC; = (1—-3)OA+p0B

Dessin = {A,B,C,By,C1, M}

Détermination du point M :

Le point M est composé.

Comme M € (BBy), on a, en choisissant 'inconnue g

— — —
OM = M1 OB—i—(l—lul)OBl

On déduit:

—

— — —
OM = 1—a—pu +au)OA+ 11 OB + (o — apq) O

ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, C
(=1+a) (=14 p1), p1, —a(=1+pu)
Comme M € (CCy), on a, en choisissant I'inconnue v
— — —
OM = 141 OC+ (1 — V1)001

On déduit:

—_— =

- —
OM = (1-8—uv1+pr1)OA+ (8~ pBrv)OB+1v10
ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, C'
(—1—|—ﬁ)(—1—|—1/1), _/8(_1+V1)7 V1

La résolution du systeme linéaire d’inconnues p;,v1; donne

=B+ Ba S —a+ fa
MU= 0580 " T T11Ba

Jean-Paul Jurzak
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0B

—
oCy

Points purs

A,B,C
(1-a)OA
(1-6)0A
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On déduit que:

— — —
o1 - (=14 B +a—Ba)OA+ (—B+ Ba) OB + (—a + Ba) OC
N -1+ fa
A1F _ (—1+B+a—Ba) OA
OM = —liﬂaa
(=f+0a) OB
+ —1-1%04
Dessin = {A, B, C, By, Cy, M, Ay} 4 (catfa)OC
. . . —14fa
Détermination du point Aq:
Le point A; est composé.
Comme A; € (AM), on a, en choisissant I'inconnue fq
—_— — —
OA, = 1 OA + (1 — ,ul) oM
On déduit:
— — —
oA - (Fl+B+a—Ba—fu —ap +20am)OA— (=f+ Fa)(-1+m) OB — (=1+ fa(=1 + 1) OC
! —1+ fa
ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, C
—1+B8+a—Pfa—pBur—op + 2B —(=B+Pa)(=1+pm) —(=1+4B)a(-1+ )
—1+ Ba ’ —1+ Ba ’ —1+ Ba
Comme A; € (BC), on a, en choisissant 'inconnue v;
— — —
OA1 = OB + (1 — 1/1) OC
ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, C
07 Vi, 1- Vi,
La résolution du systeme linéaire d’inconnues p;,v; donne
—B + pa 1-0—a+ fa
V) = ————————— U1 =
-0 —a+20a -3 —a+ 20«
On déduit que:
S0 _ (=B+Ba) OB+(—a+Ba) OC a7 _ (=B+Ba) OB+(—a+Ba) OC
0A; = ( a)fﬁfaJ(nga = 04y = ( a)fﬂfaJ(nga =

—_—
Calculons le vecteur A1 B. On a:

(—a+ﬂa)(7§+(a—ﬂa)0—6>'

A B =
= —B—a+ 2B«
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—_—
Calculons le vecteur 4;C. On a:

— (8- Ba)OB+ (—fB+ fa) OC

A =
10 -0 —a+ 20«
On a ainsi 5
— a—Ba —
A4B = ——— A C
T A1)

—
Calculons le vecteur B1C. On a:

— —

—_—
BiC = (-1+a)0OA+(1—a)OC

—_—
Calculons le vecteur By A. On a:

On a ainsi
—-14+a—=—

—
B,C = B A

o
—
Calculons le vecteur C7A. On a:
— — —
Ci1A = BOA—-(30B
—
Calculons le vecteur C71B. On a:

CiB = (-1+5)0A+(1-p)OB

On a ainsi

On a ainsi

A1B BiC CiA . a(l—ﬁ) -1+« I5]

AlC BlA ClB N ﬂ(—l—}—a) [0

—1+8

La géométrie vectorielle par I'informatique

-1

Exercice 4.2.3 (Réciproque du Théoréme de Ceva)

Soient 3 points Ay, By, C1 distincts des sommets d’un triangle ABC' et appartenant respectivement aux

cotés (BC), (CA) et (AB). On suppose que:

A1B BiC C1A

AlC BlA ClB

= -1

Montrer que les droites (AA1), (BB1), (CCh) sont, soit paralléles, soit concourantes.
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Solution:
Dessin = {A,B,C, A1, B1,Cy}
Les points purs choisis sont A, B, C'.

Les points composés sont Ay, By, C1. Points purs
Posons 212 = et gii =g avec y1 # 1 et y9 # 1. A B,C
On a les découpages successifs:

— — — — — —

0 = AlB—ylAlC = OB—’}/l OC+(—1 +71)OA1

— — — — — —

0 = —ywBlA+ BiIC = —vy0A+ OC+ (—1—1—’)/2) 0B,

o 1 M2 (7’4-% O-B>+(—1—’7172)O—C'1)

0 = C1A+ s 1B = e

On déduit les descriptions des points composés:

_ —O-B>+710-C>' o —O-B)-i-'le-C)’

OAl — ?‘i"ﬂ OAl — T
—_ —

— M RN oy SaYa

0B, = 2, OB, = 72?14“200
—_— —

_ m120A+0B N

Ocl - 1+y172 OCl _ 172 OA+ OB

14+v172

avec v1y2 # —1 car A # B est distinct.

Nous posons M = (AA;) N (BB1) et N = (AA;) N (CCY).
Dessin = {A,B,C, A1, B,,C1, M}

Détermination du point M :

Le point M est composé.

Comme M € (AA;), on a, en choisissant I'inconnue jq

OM = 1y OA+ (1— )04,

On déduit:
— — —
onf = Gty OA+ (=14 ) OB + (1 —mm) OC
—1+m
ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, C
i —1+pm (=)
VoSl —l4m
Comme M € (BBy), on a, en choisissant 'inconnue v
> — —_—
OM = 11 OB+ (1 — 1/1) OB,
On déduit:
— — —
O—]>\4 _ (’}/2 — ’}/21/1) A+ (—Vl + ’}/Qvl) OB + (—1 + 1/1) ocC

-1+
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ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, C

Y2(1 — 1) 141
1+’ 1+

La résolution du systeme linéaire d’inconnues p1,v; donne

P o S S
IL—m+m7 I—m+m7
On déduit que:
—_— — — _— - —
_ 711720A+0B—~ OC _ 711720A+0B—~ OC
OM = 1=y1+7172 OM = 1—y1+7172

Dessin = {A,B,C,Ay,B;,C1,M,N}

Détermination du point N :

Le point N est composé.

Comme N € (AA;), on a, en choisissant 'inconnue p;

—_— —_— —_—
ON = 1251 OA+(1—M1)OA1

On déduit:
— — —
on — (Tt mm) OA+ (=14 m) OB + (n —nm) OC
—1+m
ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, C
i 14w 7y —pm)
1, 1+ - ) 1+ -
Comme N € (CCh), on a, en choisissant l'inconnue v
— — —
ON = 11 OC + (1 — l/1) oC;
On déduit:
— — —
on = (2 —m7en)0A+ (1 - 1) OB +ni(l +m72) OC

1T+

ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, C

172(1 —1v1) 1—-1
L+mye 7 14+

La résolution du systeme linéaire d’inconnues p1,v; donne

Y172 —1+m
-

1= V= —
a 11—y 4+ 1—7v1+v77

On déduit que:
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ON — M2 O—1>4+O—B>7"{1(%: ON — M2 O_1>4+O_B>7710_C)'
1=v1+m72 1=v1+m72

En résumé, lorsque 1 — 1 + 7172 # 0, on a M = N, donc les droites (AA;),
(BBj), (CC1) sont concourantes.

Supposons maintenant que 1 — 1 4+ v1v2 = 0 donc v = (1_172)
Calculons le vecteur AA;. On a:
— o —
— =1 0A+ (=1+7)0B+ OC

AA; =
V2

—
Calculons le vecteur BB;. On a:

— — -
— ’ngA—i—(l—’)/Q)OB—OC

BBy, =
1+
On a ainsi )
_ _ s
AA] = — 2 BB
V2
T
Calculons le vecteur AA;. On a:
— — —
— —pOA—(1—)0B+ OC
AA; =
Y2

—
Calculons le vecteur C'Cy. On a:

—

— — —
CCy = 7 OA+ (1 —~2)0B — OC

On a ainsi
— -1 —
AAL = —CCy
72

et vo # 0 car By # C.
En résumé, lorsque 1 —v; +y172 = 0, les droites (AA;), (BB1), (CCh) sont
paralleles.

4.3 Une formule originale

Exercice 4.3.1
Soit ABC wun triangle et I un point du plan n’appartenant & aucune des droites (AB), (AC), (BC).
Les droites qui joignent les sommets A, B, C' du triangle au point I coupent les cotés opposés aux points
A',B',C" respectivement.
Démontrer la relation L L L

IA B'A C(CA

— — + —=
1A B'C (B
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Solution:

Dessin = {A,B,C,B’,C"}

Les points purs choisis sont A, B, C'.
Les points composés sont B, C".
On a les découpages successifs:

N — —_— — —_—
0 = BA-—aB'C = OA-a0OC + (-
N — —_— —_— —_—
0 = C'A-pBC'B = OA—BOB + (-

On déduit les descriptions des points composés:

— — —

7 _ —0A+aOC
OB = —14a

oC' = = Oj+50?
- —1+p

Dessin = {A,B,C,B’,C", I}
Détermination du point I:
Le point I est composé.

La géométrie vectorielle par I'informatique

Points purs

A, B,C
—_—
1+a)OB
—_—
1+ 3)o0cC’

AR/ _ —OA+aOC

OB = =5
S~ _ —OA+B80OB

Comme I € (BB'), on a, en choisissant les inconnues p;

— — —
Ol = 11OB+ (1—#1)03/

On déduit:
N . .
Ol — (=14 p1) OA+ (=1 + ap1) OB + (a — apr) OC
-1+«
ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, C
“ltm —a(-1+m)
—1 + « ’ H1, 1 T a

Comme I € (CC"), on a, en choisissant les inconnues v

— — —
Ol = 1 OC + (1 —Vl)OC/

On déduit:
— — —
o = (=1411)OA+ (8 — Pr1) OB+ (-1 + Brn) OC
—1+8
ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, C
-1+ —06(—14 1)
—1+p’ —1+0
La résolution du systeme linéaire d’inconnues u1,v; donne
I} o
M= s T Tirais

On déduit que:
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Ol — — OA+B0B+a0C Ol = — OA+B80B+aOC
- —14a+3 - —14a+p3

(Pexistence du point I implique que oo + 3 # 1)

Dessin = {A,B,C,B',C", I, A’}

Détermination du point A’:

Le point A’ est composé.

Comme A’ € (AI), on a, en choisissant les inconnues j1

OA = y OA + (1 — )01

On déduit:
— — —
oa — Eltam+Bm)OA+ (B - Fm) OB + (o — o) OC
—1+a+p
ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, C
—ltom+Pm —B(=l+m)  —a(=1+m)
—l4+a+p > —14+a+pB’ —1+a+p

Comme A’ € (BC), on a, en choisissant les inconnues v

P — —

OA" = OB+ (1 —-1v)0C
On déduit: . . .,

0A" = OB+ (1-1)0C
ce qui donne pour coefficients successifs dans A, B, C

07 vy, 1- 131
La résolution du systeme linéaire d’inconnues p1,v; donne
I6; -1
1% == =

! a+pf H —a—pf

On déduit que:
Y _ ,@O_B)-i-ocO_C)’ Y, _ ,BO—B>+on_C)’
OA" = =5 0A" = =5

_
Calculons le vecteur IA. On a:

— — —
. (a+B)OA—BOB-a0C
1A =

—1+a+p

—
Calculons le vecteur IA’. On a:

(a+3)OA—~BOB — aOC

A" = (-1+a+B)(a+p3)

On a ainsi

TA = (oz—l—ﬂ)l—)A’

qui est la relation demandée.
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